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Auxiliar 6: Integrales y convergencia

P1. Sean (X, F,u) un espacio de medida e (Y,G) un espacio medible, y sea ¢: X — Y una funcién medible. En
(Y, G) definimos la medida inducida por ¢ segin

AB) = (¢~ (B)), VB € 6.

(a) Propuesto: Pruebe que A es una medida.

(b) Pruebe que para toda f medible positiva en (Y, G, \)

/de)\:/xfmpdu.

(a) Sea (A,)nen una secuencia decreciente de conjuntos medibles tal que p(4,) — 0y sea f: X — R integrable.
Pruebe que [, fdu — 0.

P2. Sea (X, F,p) un espacio de medida.

(b) Sea (fn)nen una secuencia de funciones medibles positivas tal que f, — f puntualmente y que

/fd,u = lim /fnd,u < 0.
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P3. Sea (X,F,u) un espacio de medida finito. Sea F' un conjunto de funciones integrables. Decimos que F' es
uniformemente integrable si

lim sup/ |fldu = 0.
"0 feF J{|f1>n}

(a) Pruebe que si existe g integrable, tal que para todo f € F, |f| < g p—c.s., entonces F es uniformemente
integrable.

(b) Pruebe que F' es uniformemente integrable si y sélo si se cumplen simultdneamente
(1) Ve > 0,36 > 0 tal que YA € F, u(A) <6 = supsep [, |fldp <e.

(2) supep [ |fldp < oo.
Indicacioén: Puede ser ttil probar que para f integrable, a >0y A € F, se tiene que

/Iflduﬁau(AH/ | fldp.
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