Universidad de Chile

Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas
Departamento de Ingenieria Matemaética
MA2601-6 — Ecuaciones Diferenciales Ordinarias

Auxiliar 11.5: Pre Control

Se acabd el paro

Profesor: Michal Kowalczyk
Auxiliares: Inaki Ramirez, Rocio Yanez

Particula La trayectoria (z(t), y(t)) de una particula de masa unitaria satisface las ecuaciones:

x/l — ay/

y// — _ax/
con condiciones iniciales 2(0) = rg,2’(0) = 0,y(0) = 0,4'(0) = arg. Pruebe que la trayectoria de la particula
describe una circunferencia de radio ry. Indicacién: Use la transformada de Laplace en ambas ecuaciones.

Limites

La siguiente ecuacién modela la flexin de una barra con seccién transversal homogénea y de largo L debido
a una carga w(zx) estd dada por y™) = w(x) donde y(z) es la flexién medida desde el eje. El propésito de este
problema es estudiar como una barra responde a la carga unitaria aplicada de manera puntual en z = %, es
decir, en el punto medio de la barra.

Resuelva y(4) = dz cuando y(0) = 0,y'(0) = 0,y"(L) = 0,y”(L) = 0. Las condiciones en 0 y L
modelan que la barra esta empotrada en un extremo y libre en el otro (como un trampolin). Grafique la
solugién y explique que ocurre.

/ZF; Resuelva 4 = §1 cuando y(0) = 0,4/(0) = 0,y(L) = 0,4'(L) = 0. Las condiciones en 0 y L modelan
que la/barra esta empotiada en ambos extremos. Grafique la solucién y explique que ocurre.

ﬁonsidere la ecuacién y” 4+ 2y’ + 2y = f con condicién inicial y(0) = 0,9'(0) = 1. Considere f = cir.
Détermine todos los posibles valores de T y correspondientes ¢ para que y(t) = 0 para todo ¢t > T.

Delta de Dirac

P4.- | De vuelta a las EDOs
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Resumen

Def. 1 (Transformada de Laplace): Dada f
[0,+00) — R se llama transformada de Laplace de f
a la funcién:

+oo
LIfI(s) = / e f(t)dt

que asocia a s € R el valor L[f](s) cuando la integral
converge.

Def. 2 (Asintota de la Transformada): Si la trans-
formada de Laplace de una funcién existe para s > ¢, a
la minima cota c se le llama asintota de la transforma-
da.

Prop. 1:La transformada de Laplace es un operador
lineal. Es decir, si A € Ry si f y g son funciones de
[0, +00) en R tales que L[f](s) y L[g](s) existen, enton-
ces:

L[f + Agl(s) = L[f](s) + AL[g](s).

Def. 3 (Discontinuidad de Salto): Una funcién f
tiene una discontinuidad de salto en a € Dom(f) si los
limites laterales limg,_, o+ f(z) y lim,_ - f(x) existen,
son finitos y distintos.

Def. 4 (Continua por pedazos):Una funcién f :
[0,+00) — R se dice continua por pedazos si tiene un
nimero finito o numerable de discontinuidades de sal-
to en [0, 400), pero sobre cada subintervalo acotado de
[0, +00) tiene a lo més un ntmero finito de estas.

Def. 5 (Orden exponencial): Una funcién f
[0, +00) — R es de orden exponencial si existen & € Ry
M > 0 tales que |f(t)| < Me®" para todo ¢ > 0.Al me-
nor de tales a se le llama orden exponencial de f. Gra-
ficamente, el hecho de tener orden exponencial significa
que la funcién esta encerrada entre Me*' y —Me®t.
Def. 6 (C.): El espacio Cq es el conjunto de las fun-
ciones f : [0,+00) — R que son continuas por pedazos
y de orden exponencial a. Es un subespacio vectorial
del espacio de todas las funciones de [0, 4+00) en R.
Prop. 2: Si f € C, entonces para todo s > «, existe
L[f](s) (y converge absolutamente). Ademas:

M

S —

IL[f](s)] <

para todo s > a. En particular, lims— o0 L[f(t)](s) =
0.

Teo. 1 (Funcién escalon de Heaviside y su trans-
formada): Se define como:

0 st t<a
H,(t) =
1 si t>a

Si a = 0, entonces la denotamos simplemente como H.
Su transformada de Laplace es:

L[H(s) = ée_'”

Teo. 2: Si F(s) = L[f](s), y a > 0 entonces:
LIf(t—a)H(t — a)](s) =& F(s)
Prop. 3 (Férmulas de traslacién): Las férmulas:
L Lle" f(t)](s) = F(s — a), con LIf(t)](s) = F(s)
2. LIH(t - a)f(t — a)](s) = e **L[f](s)

Se les llama férmulas de traslacién.
Prop. 4: Sea f € C, derivable n veces. Entonces, para
la derivada n-ésima su tranformada de Laplace es:

n—1

L[f™)(s) = s"LIf)(s) = Y s H0)

k=0

Teo. 3 (Delta de Dirac y su transformada): Se
define como:

+oo st t=tp
5(t—to) =

0 st t#to

Si a = 0, entonces la denotamos simplemente como §.
Su transformada de Laplace es:

L[3(t — to)](s) = "
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a) La siguiente ecuacién modela la flexin de una barra con seccién transversal homogénea y de largo L debido
a una carga w(x) esta dada por y'*) = w(z) donde y(z) es la flexién medida desde el eje. El propésito de este
problema es estudiar como una barra responde a la carga unitaria aplicada de manera puntual en z = % es
decir, en el punto medio de la barra.

1) Resuelva y*) = dz cuando y(0) = 0, y'(0) = 0,y"(L) = 0,y (L) = 0. Las condiciones en 0 y L
modelan que la barra esta empotrada en un extremo y libre en el otro (como un trampolin). Grafique la
solucion v explique que ocurre.
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2) Resuelva y*) = §. cuando y(0) = 0,3'(0) = 0,y(L) = 0,4’(L) = 0. Las condiciones en 0 y L modelan
2 - -7 -
que la barra esta empotrada en ambos extremos. Grafique la soluciéon y explique que ocurre.
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b) Considere la ecuaciéon y” + 2y’ + 2y = f con condicién inicial y(0) = 0,3'(0) = 1. Considere f = c¢ér.
Determine todos los posibles valores de T" y correspondientes ¢ para que y(t) = 0 para todo t > T.
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