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P1.- Bacterias La evolución en el tamaño de la población de dos tipos de bacterias se puede
modelar por el siguiente sistema lineal:(
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a) Resuelva el sistema lineal e indique la evolución de cada población.
b) Muestre que para cualquier solución inicial la población de bacterias desaparece cuando el tiempo
t → ∞.

P2.- Variación de parámetros con coeficientes constantes
Resuelva los siguientes sistemas:
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P3.- Delta de Dirac Dada una matriz A de n × n funciones continuas de matriz traspuesta

AT , nos interesa relacionar las soluciones de los dos sistemas lineales a coeficientes variables siguientes:
(1) X ′ = A(t)X, (2) Y ′ = −AT (t)Y .

Para ello: a) (2 ptos.) Pruebe que si M(t) es una matriz de n × n coeficientes C1, invertible para
todo t, entonces:

d

dt
M−1(t) = −M−1(t)

(
d

dt
M(t)

)
M−1(t).

b) (2 ptos.) Si Φ y Ψ son las matrices fundamentales canónicas de (1) y (2) respectivamente, pruebe
que:

Ψ =
(
Φ−1

)T
.

c) (2 ptos.) A partir de lo anterior justifique claramente por qué las filas de Φ−1 conforman una base
de soluciones para (2).
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Resumen

Def. 1 (L.I.): Las funciones y1, ..., yk en Cn(I) son
linealmente independientes (l.i.) si la afirmación:

C1y1(x) + · · · + Ckyk(x) ≡ 0, ∀x ∈ I

implica necesariamente que todos los coeficientes
C1, . . . , Ck son cero. Si por el contrario existen
C1,...,Ck tales que al menos uno es distinto de cero
y se tiene (27), decimos que las funciones y1, . . . ,
yk son linealmente dependientes (l.d.).
Def. 2 (Espacio sols. homogéneas): Denotemos
por H el conjunto de todas las soluciones de la ecua-
ción homogénea:

H = {y ∈ C
n(I) : y

(n)(x) + · · · + ā1(x)y′(x) + ā0(x)y(x) = 0∀x ∈ I}.

Teo. 1: H es subespacio vectorial de Cn(I) de
dimensión n.
Def. 3 (Espacio sols. no homogéneas): De-
notamos por S el conjunto de todas las solucio-
nes de la ecuación diferencial lineal de orden n
no homogénea:

S = {y ∈ C
n(I)|y(n) + · · · + ā1(x)y′ + ā0(x)y = Q̄∀x ∈ I}

. Def. 4 (Hiperplano): Un hiperplano o subes-
pacio afín es un conjunto de la forma:

x + A = {z ∈ X|z = x + a para algún a ∈ A}.

Teo. 2: Si yp ∈ S es cualquier solución de la
ecuación no homogénea, entonces S = yp + H.
Cor. 1: Todo elemento de S se escribe de la
forma:

y = C1y1 + C2y2 + · · · + Cnyn + yp

donde y1, ..., yn son soluciones linealmente inde-
pendientes de la ecuación homogénea, yp es cual-
quier solucion particular de la ecuación no ho-
mogénea y las Ci ∈ R son constantes arbitrarias
que dependen del vector de condiciones iniciales.
Def. 5 (Wronskiano): El Wronskiano asocia-
do a n funciones y1, . . . , yn ∈ Cn(I) es

W (x) = W (y1, . . . , yn) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
y1(x) . . . yn(x)
y′

1(x) . . . y′
n(x)

...
. . .

...
y

(n−1)
1 (x) . . . y(n−1)

n (x)

∣∣∣∣∣∣∣∣ .

Notar que W es una función de clase C1 en
I. Usamos también la notación W (y1, . . . , yn)
para enfatizar la dependencia de las funciones
y1, . . . , yn.
Lema. 1: El determinante es multilineal por fi-
las y columnas.
Lema. 2: Sea A(x) una matriz con entra-
das variables (dependientes de x ). Como arri-
ba escribimos det(A) = det (F1, F2, . . . , Fn) =
det (C1, C2, . . . , Cn), donde las Fi y las Cj son
las filas y columnas de A, respectivamente. Te-
nemos que

d

dx
|A(x)| =

n∑
i=1

det (F1, . . . , F ′
i , . . . , Fn)

=
n∑

j=1
det

(
C1, . . . , C ′

j , . . . , Cn

)
.

Con esto, la técnica para derivar el determinan-
te de una matriz es la siguiente:
1. Se deriva la primera fila (o columna) y se cal-
cula el determinante de la matriz así obtenida.
2. Se hace lo mismo con cada una de las filas (o
columnas) de la matriz.
3. Se suman los resultados parciales.
Teo. 4 (Fórmula de Abel): Sean y1, ..., yn ∈
H. Entonces el Wronskiano W satisface:

W (x) = Cexp(−
∫

ān−1(x)dx)

con C ∈ R. En particular, si se anula en un
punto, se anula siempre.
Teo. 5 : Sean y1, . . . , yn ∈ Cn(I)
1. Si W (x0) ̸= 0 para algún x0 ∈ I entonces
y1, . . . , yn son linealmente independientes.
2. En general, el que W (x) = 0 para todo x ∈ I
no basta para garantizar que y1, . . . , yn sean li-
nealmente dependientes.
3. Si y1 . . . , yn son funciones en H, las siguientes
proposiciones son equivalentes:
a) W (x0) ̸= 0 para algún x0 ∈ I;
b) W (x) ̸= 0 para todo x ∈ I; y
c) y1, . . . , yn son linealmente independientes.
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