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Bacterias La evolucion en el tamafo de la poblacién de dos tipos de bacterias se puede
modelar por el siguiente sistema lineal:

Pt (-2 1) [(P)
P)  \ 2 =3 )\R)

Resuelva el sistema lineal e indique la evoluciéon de cada poblacion.
) Muestre que para cualquier solucién inicial la poblacién de bacterias desaparece cuando el tiempo
t — o0.

Variaciéon de parametros con coeficientes constantes

Resuelva los siguientes sistemas:

Wc Dada una matriz A de n x n funciones continuas de matriz traspuesta

AT nos interesa relacionar las soluciones de los dos sistemas lineales a coeficientes variables siguientes:
X' =At)X, (2) Y' = -AT(t)Y.
Para ello: a) WPruebe que si M(t) es una matriz de n x n coeficientes C!, invertible para
todo t, entonces:

%M‘l(t) — —MY(1) (th(t)) M)

/ﬁ/ Wi ® y U son las matrices fundamentales candnicas de (1) y (2) respectivamente, pruebe
que:
T
v (o).

) W/A partir de lo anterior justifique claramente por qué las filas de @' conforman una base
de soluciones para (2).
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Resumen

Def. 1 (L.1.): Las funciones yi, ..., yr en C™(I) son
linealmente independientes (1.i.) si la afirmacion:

Ciy1(x)+ -+ Cryr(x) =0,Ve € T

implica necesariamente que todos los coeficientes
C1, ..., Ck son cero. Si por el contrario existen
C1,...,Ck tales que al menos uno es distinto de cero
y se tiene (27), decimos que las funciones y1, . . .,
yk son linealmente dependientes (1.d.).

Def. 2 (Espacio sols. homogéneas): Denotemos

por H el conjunto de todas las soluciones de la ecua-
cién homogénea:

H={yeC"(I):y" () + -+ a:(2)y/(e) + Go(2)y(x) = OVx € I}.

Teo. 1: H es subespacio vectorial de C™(I) de

dimension n.
Def. 3 (Espacio sols. no homogéneas): De-

notamos por S el conjunto de todas las solucio-

nes de la ecuacion diferencial lineal de orden n
no homogénea:

S={yec™ My + - +ai(2)y + ao(x)y = Qvx € I}

.Def. 4 (Hiperplano): Un hiperplano o subes-
pacio afin es un conjunto de la forma:

r+A={z€ X|z =12+ a para algin a € A}.

Teo. 2: Si y, € S es cualquier solucién de la
ecuacién no homogénea, entonces S =y, + H.
Cor. 1: Todo elemento de & se escribe de la
forma:

y=Ciy1 +Coyp + -+ Cpyn +yp

donde 1, ..., y, son soluciones linealmente inde-
pendientes de la ecuacién homogénea, y, es cual-
quier solucion particular de la ecuacién no ho-
mogénea y las C; € R son constantes arbitrarias

que dependen del vector de condiciones iniciales.
Def. 5 (Wronskiano): El Wronskiano asocia-
do a n funciones y1,...,y, € C"(I) es

y1(z) Yn ()
yi(@) . oy (@)
W(z) =W (y1,...,yn) = : :
y" "V (2) ¥ (@)

Notar que W es una funcién de clase C' en

I. Usamos también la notacién W (yi,...,yn)
para enfatizar la dependencia de las funciones
y17 ot 7y7l'

Lema. 1: El determinante es multilineal por fi-
las y columnas.

Lema. 2: Sea A(z) una matriz con entra-
das variables (dependientes de = ). Como arri-
ba escribimos det(A) = det (F1, Fy, ..., F,) =
det (C1,Cy,...,C,y), donde las F; y las C; son
las filas y columnas de A, respectivamente. Te-
nemos que

LA

dx

|

@
I
—

det (Fy,...,Fl,...,F,)

[
M=

det(cl,...,c;.,...,cn).

<.
Il
—

Con esto, la técnica para derivar el determinan-
te de una matriz es la siguiente:

1. Se deriva la primera fila (o columna) y se cal-
cula el determinante de la matriz asi obtenida.
2. Se hace lo mismo con cada una de las filas (o
columnas) de la matriz.

3. Se suman los resultados parciales.

Teo. 4 (Férmula de Abel): Sean y1,...,y, €
‘H. Entonces el Wronskiano W satisface:

Wi(x) = C’exp(—/dn_l(x)dx)

con C' € R. En particular, si se anula en un
punto, se anula siempre.

Teo. 5 : Sean yi,...,y, € C"(I)

1. Si W (zg) # 0 para algun zp € [ entonces
Y1, - - -, Yn son linealmente independientes.

2. En general, el que W(z) = 0 para todo z €
no basta para garantizar que yi, ...
nealmente dependientes.

3.Siyp ..., ¥y, son funciones en H, las siguientes
proposiciones son equivalentes:

a) W (o) # 0 para algin zq € I;

b) W(z) # 0 para todo = € I; y

¢) Y1, .,Yn son linealmente independientes.

, Un sean li-
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Bacterias La evolucion en el tamano de la poblacion de dos tipos de bacterias se puede

modelar por el siguiente sistema lineal:

Pt (-2 1\ (P
Pw) 2 -3 ) \R@)

a) Resuelva el sistema lineal e indique la evolucién de cada poblacién.

Notamos que Tenemps Una EDO lfnomoaefaeo
Pw))_ [-2 1\[Px)
(P,,'(t))'( 7Y -3)(9,,(:“)
XV = AX(%)
Calculemos lps vectoves § valoves Propios de la marviz:
SV EVINE l—z—A 1 | (~2-2)-3-0-2
2 -3-A
= 64M+3»\+A?‘—Z=‘H§,\+,\2=o
-S§tVa5- 44 - -5+3 A _-4 Ag=q

Z 2

& (A1) A+4) =0
ealculemos los vectores Propios :
Al -0
2 -21\X, g
~Xa ¥ X2 =0 (=D X=Xy
2X4- 2%, =0

/45{ (XJ):(-A)X
Xa A
- 4
(1),
. depuladutids) (Q/ 4\()(,)__(0)
2 1)\ Xe 0
(=) Qxa 4 Xe=0 ED Xe=-2Xy

A‘a(-’(m)=(4 Xy =2 (")67) 7. P
-1X -2 -2




As, o colug geneval queda
Pl4) = C.(a )e“"",L Ce (“')e'”

-2 1
4 . .
b) Muestre que para cualquier soh

1cion inicial la poblacion de bacterias desaparece cuando el tiempo
t — oo.

NoTAmos que:
lim Pit) - lim (Cie v c,et)=0

Ao AL

lim Pye)= lim 0.2+ e, ) =0

P TEY

Lue@o, la pdodagp se va a cevo inderendiene de s

chioiones 'lmcmles.

dx
Pal d—’:31-3q+4
- (@7
@—21—20—1
dt '

Comen zamos  Por escribiv e sist. como wma marviz:

Xit)= (X(t),9x) )"

X'(4) :(x‘(;c) :(3)“3‘/*‘/
Vw) zx»zv—4)
:(3x*sv ) +(t/): (3 “3)("]+ (”I)
2X - 2N -1 2 ~z/J\Y -1
AS:/, nos qoeJ,g la e do I foywma

X'(gl- (3 -3)1x(t)*-(4 )
2 1 ~A4

Una EDO no lnomoag’nw).
Resolyamos 'A EDO homoae/mmf

X (8 - (3 '3)X(x):0
~ -2



BUSqugvvms loy, v p o’e 'A MATVIZ
A - )| - ‘3—)\ =3 | = (3-))(-2-A)t b
2 27
S g 3A A= AN < A(A-1) <0
& /\.: 1 » /\t: 0
Encontvames los .7, ahora  busgquemos los o~ 7

- Keyd A-TY (:: z)(x,) (z)

2X - 3Y &) Y= 25X

S ) Gl

Conclyimes que gz (“ )

1/3

N ) (VR

3X -3Y=0 } y X=Y
2X-2 Y=0

Asi, Tehewos Que Ve (*)
1

[)on [O QUe
Xnlt) = ca(‘)&“t\t Cz(')
7, 1

AI’IWH. escvibimos 1o matviz fondamenral  como -

3 (4)- (8" 4)
w*/5 1
Calevlemos B como: 5] = &= [47]

dL 1 -9 ]z 3t -3¢t
et-aey, |-2¢ et - 2 3
2:,



4|/IOVA Usamos VAYviA¢ de PAVAmeTVOS.
Xe(h) = B(4). 5 L) Fra ola

Calculemps: & () Fr) - [364 -3e” 7r]

-2 3

72x1 (2x1 ) 2xA

. [12\2"‘;- g,e“] - Hse"‘]
"6"3 L‘-M

Asi: Xp- d(A). 5 [fsc-*] de = |e* y [-m-*
- rer, 1 - N

2xT (2X1) 251
[-45‘- MA s 3]—‘“16 [4:'
10 - 14 2 1
Pov o que la s 3em:m( €

X(t)= C, (:/b)g't v L (:) T s[;}-m [:J

0 2
-1 3

(b) X' = ( )X +(1)et

oncedelmtb ftaUH’ goe AnTES
A llcdames 12 EDO howogehen
Xm—(o i)X(t):O
_,‘ 3

14 gA‘CUlAlmgl, ,05 W P

'A"/\I': -/\ 2 = ‘-A(?”/\)J-Z/ :‘3/\4—/\142 =0
-1 3-)
Ao: 32 {942 - 34

/3 2

AQ"Z[ AL:"



12 blelapos los  a-p

feddeatt [er [ [0]

X=Y

Tenemps que (‘) ¢s  a-. P
4

. Ker §4- T [:: ;H:] - 0

X=2Y

Asl. encontvames el 4p (')
2

LA 5o[up laolmoae’hen es de la tormn-

Xn(t) - 64(4)6”4 Cz(’ )45"’t
1

z

LU\’«%D, ,A mATY R IqumeumI hos gwa{q:

i(;th BW A e )
ﬂlr Zt-ﬁ( [c d] g
CAICUl,qmos Sy WMVEVS5A Paya h YAviad Jn Pava met ros
T 4) - A 2e* -e* |- |2 - €
pe¥t. p3t |- e e‘* - e-x e-:b
Usamos 14 vaviad de  Pavametros: )
Xp(t) = F(s) S 2% - et |ef |
-e* et | L-t*
Calcwlamos
26 - ff’”] ex ). [2e et | [ se*
- e e"b ~t? -4 -4 L 2
i1x1 2% 1

Xe(x) = (5": C*)(-se”"’)z 3e* ey
5 te | -2k et - ety



:—[4 36-‘7__2'&-"‘/6[4
1 7

F'\ha,'x- lA éoluq) £s

X(4) = c,(«)e’ﬂ c,_(r )e* ﬁ[ t]3et - g e*k ["
1 2 1 2

: R(bolve’mob lA EDO h0m09e/weﬂ ae(ou(ﬂm/p (05
rp de A:
[A-AT| = [
1 1-A 0
0 0 3f'\
= (4-A)T(3-A) - (2-2)= (1-224 A%)(3-))~3+4
= ¥ 6A 13050 20 A8 A
2 =6 (A= ANt sA-¢)
Aas-s+ {2s-ag' - -5ts
_q/ —7
AA"O \ A1?2, /\3: 3
BUbCA]mOQ ‘OS vécetoyes  Pvopios Asoca'A)aloS'-

c keyV AL (440)(,4 6
1 1 0 1): 6
b 0 3 Z 0

X:~Y ( Z=0
Tnemos PhTopcos:

") es  dar. P

Z
= (4-A)(3-A) = (3-4)

-1
0



-l{em%%\rlﬂ ~4 4 0 (ﬂ 0
A -4 0
0o (O A 3 b
=Y , 2=0
Ayl ;’ e, ar.P
0
cKee YA-3TE [r2 2 o\ [x) [
A -7 0 Y I
O 0 © Z 0
~2Xx Y =0 &> Y = 2x
Y —-2M=0
=) XiOt\{.f,O

£

e5 lilavf, en  PavTicular flecbfmos Z-=1

Nos— queds (33 &5 P

A

Ad, A s0lvd  nos 30(_;0(4 y

W

Xu(j,l'-‘ 04 (_4')4 Cl(;)c“’ i C;(f)ebﬁ
0 0 4

ImATviZ fthA mental lnes q,vegl,q.-

Y x4 6
E(I‘ = (_44 gz.t 0 )

b b elﬁ

Busquemes 50 invensa:

et 0 0t e |F a 2% g 1140
[ 6 o g3ty 0 1



3 i 0 6 ‘44 "
( -/t o 0 :4/ -4
(V] Zgzt 17) { 1 A ? .:; /1_, )]
i L 0 ¢ 0 ' €°n A o
L 0 .0 O i
' (4): A [ =4 0

/l Iim '
PlicAmoS  vaviad  de  pavimetves

_[1 ettt 6
Xe(4) (“ ert o ) _ is 4 -4 0 et
2 -2
b o €** e*t e o e |
6 6 2e™/\ te*”

41*-4 0 et e* ¢t
e % b et > -1
6 2°¢€ Tt 1% J
3xa, (3x() Y X 4
1 et
X? -4- -4 é’zt g
/) et 8 <4
b o 3% "2 leV et -t te™

‘tl
e!l .att

& v
e"- ¢
( . }?{ €7, ‘/'é‘;*L te*



P3.- Wc Dada una matriz A de n x n funciones continuas de matriz traspuesta
AT, nos interesa relacionar las soluciones de los dos sistemas lincales a coeficientes variables siguientes:
(1) X' = A(HX, (2) V' = -AT(t)Y.
Para ello: a) W)Prnnlm que si M(t) es una matriz de n x n coeficientes C'!, invertible para
todo ¢, entonces:

da — a1 i 2 -1
SMe) = M (t)((#.lf(f)) M1(t).

Sabemos  N(t) invevtible (Tiene inversa)
MYe) Mty = T/ d/de
dM-e) Mek) ¢« M) db@) = 0
dt dx
&> AM"(JL) -M7 k) [JMm] M)
dat

Ve

. 7
b) Wi ® v ¥ son las matrices fundamentales candénicas de (1) v (2) respectivamente, pruebe

SAloﬂmos Pov (A Pavre  (a) que -
d &l4): ) dB F'(»)
A ot
/‘ldﬂvvm/S, como PyoP de la  marviz tondamentral
g'- AP
=) d&'= pF"A33 "= I A

A
TYASPOhem 05 -

(df:) ooAT (3w)) T
b

Pov Pvop de s So’uq& fonoh pmental
W) = (B )7

Matviz  dondamental  de @)

Pava  vev que €5 LAndnicA, Teneweos

Yoor: (B~))" =(1")' = T



c) M/A partir de lo anterior justifique claramente por qué las filas de @~ conforman una base
de soluciones para (2).
54[/)6(4«05 9oc la 60/. de (2) s aL l[a  Lorms

DDMOIG C es Uha matviz o'a €15, -(M(oéwm;
€Ehtonces  que s golw ¢  Uha comlgmmb lineal
Je ‘/}5 CD'UWV\,% Qlt’ kl), auz A Ly VEZ
son  las dilas de T
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