Universidad de Chile

Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas
Departamento de Ingenieria Matematica
MA2601-6 — Ecuaciones Diferenciales Ordinarias

Auxiliar 9: Laplace variado

Virtual

Profesor: Michal Kowalczyk
Auxiliares: Inaki Ramirez, Rocio Yanez

Cohete a la luna Un cohete despega con velocidad inicial vy desde la Tierra
en forma vertical. Luego de algunos segundos, se activan los motores de emergencia, por lo
que adquiere una aceleraciéon a > 0 durante un intervalo de tiempo breve. Si la gravedad de
la Tierra es g, encuentre la ecuacion de movimiento del cohete suponiendo que tiene masa
m y (t1, t2) es el intervalo en el que funcionan los motores de emergencia, con t2 > t1.

De vuelta a las EDOs

Resuelva la siguiente EDO:

dy  dy
Y 4y =
az T T

Delta de Dirac

(a) Resuelva la ecuacion
" +x=00t)—0(t—m), =x(0)=2'(0)=0.

(b) Encuentre explicitamente la solucién de la siguiente ecuacion:

y" +60y" + 1000y =10 ) (—1)"§ (t — ?g)
n=0

y(0) = y/(0) = 0.

(Ind: Encuentre una expresién para y(f) en términos de una serie y luego evalte la suma

. 7 nmw (r1+1)7r
finita que obtendra cuando o <t<
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Resumen

Def. 1 (Transformada de Laplace): Dada
f:[0,+00) — R se llama transformada de La-
place de f a la funcion:

+o00
L) = [ ety
0
que asocia a s € R el valor L[f](s) cuando la
integral converge.

Def. 2 (Asintota de la Transformada): Si
la transformada de Laplace de una funcién exis-
te para s > ¢, a la minima cota c se le llama
asintota de la transformada.

Prop. 1:La transformada de Laplace es un
operador lineal. Es decir, si A € Ry si f y g son
funciones de [0, +00) en R tales que L[f](s) y
L[g](s) existen, entonces:

LIf + Agl(s) = L[f1(s) + AL[g](s)-

Def. 3 (Discontinuidad de Salto): Una fun-
cién f tiene una discontinuidad de salto en a €
Dom(f) si los limites laterales lim, .+ f(x) y
lim,_,.— f(x) existen, son finitos y distintos.
Def. 4 (Continua por pedazos):Una fun-
cién f :[0,400) — R se dice continua por pe-
dazos si tiene un nimero finito o numerable de
discontinuidades de salto en [0, +00), pero so-
bre cada subintervalo acotado de [0, 4+00) tiene
a lo méds un nimero finito de estas.

Def. 5 (Orden exponencial): Una funcién
f :]0,400) — R es de orden exponencial si
existen « € Ry M > 0 tales que |f(t)] < Me™
para todo t > 0.Al menor de tales « se le llama
orden exponencial de f. Graficamente, el he-
cho de tener orden exponencial significa que la
funcién estd encerrada entre Me® y —Me™.
Def. 6 (C,): El espacio C, es el conjunto de
las funciones f : [0,4+00) — R que son conti-
nuas por pedazos y de orden exponencial «. Es
un subespacio vectorial del espacio de todas las
funciones de [0, +00) en R.

Prop. 2: Si f € C, entonces para todo s >
a, existe L[f](s) (y converge absolutamente).

Ademas:
M

S — (v

[LLf1(s)] <

para todo s > a. En particular,

lims— oo L[f(2)](s) = 0.
Teo. 1 (Funcién escalon de Heaviside y
su transformada): Se define como:

0 st t<a
Ha(t) =
1 st t>a

Si a = 0, entonces la denotamos simplemente
como H. Su transformada de Laplace es:

LIH)(5) = e

Teo. 2: Si F(s) = L[f](s), y a > 0 entonces:
LIf(t —a)H(t — a)|(s) = e F(s)

Prop. 3 (Férmulas de traslacién): Las for-
mulas:

1. Lle® f(t)](s) = F(s—a), con L[f(t)](s) =
F(s)

2. LIH(t = a)f(t — a))(s) = e"**L[f](s)

Se les llama férmulas de traslacién.

Prop. 4: Sea f € C, derivable n veces. Enton-
ces, para la derivada n-ésima su tranformada
de Laplace es:

n—1
LIf™)(s) = s"LIf](s) = 3 8" F*7"7(07)
k=0
Teo. 3 (Delta de Dirac y su transforma-
da): Se define como:
400 st t =1y
6(t —to) =
0 st t 75 to

Si a = 0, entonces la denotamos simplemente
como ¢§. Su transformada de Laplace es:

L[§(t — to)](s) = e 5"
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De vuelta a las EDOs
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(a) Resuelva la ecuacion

" +x=46(t)—-d6(t—=), z(0)=2z'(0)=0.

AP\'\CAW\QS la -rvnnﬂovaAq Jc Laplace
e LEX"ICS) = SHIL X3 - xbot - 5 X(0*) s,
= 57— L[‘X] LLFGE-)Y =
CLSBTesr=LLS(k-0)]sr- €7°= 4
e L L S8(t-1)]s)= €
/451/, hos qoedg: Teo. : Si F(s) = L[f](s), y @ > 0 entonces:
52 L[X] L L[X] = A- e-ﬁﬁ Lif(t — a)H(t — a)|(s) SESE(S)
Lexd(a1s?) = 1- e ™
LL.X] = /I_—~€-}T‘s = /’ = e—-“s ; F(f)):_/!__ :1[5,’.,(;”]

"
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(b) Encuentre explicitamente la solucién de la siguiente ecuacion:

" ) 1 = ne nmw
y + 60y + 1000y = 10 Z(—l) 0 (f — m)
n=0

y(0) = y'(0) = 0.

(Ind: Encuentre una expresion para y(t) en términos de una serie y luego evalie la suma

finita que obtendra cuando {5 <t < (o T(:]'.
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L{f™)(s) = Z T ()
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o8 (4 Ef.'")" €%’
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Y oves  queds Pava N fijo
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h=o =
524 405+ 1000 "9 (5430) + 100
|
2306 3¢-qqp
i T) Teo. : Si F(s) = L[f](s), vy a > 0 entonces:
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Def. 6 (F;Jnci'én escalon de Heaviside

n=o // y su transformada): Se define como:
Hu(t)_{o si t<a
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Asi, Tengmos que
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