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TEU y modelamiento

(a) Considere la ecuacién lineal

d
v Ry +alty =g, ¥ =

con p, ¢, g continuas y acotadas en un intervalo I. Muestre que si existe tg € I tal que y; (tg) =
Y2 (to) , y1 (to) = 5 (to), entonces y1 =y, en I.

(b) Considere una particula en el espacio (z,y,2), la cual estd sometida a las fuerzas
dadas por F, = v y F, = y. Ademads, la velocidad en el eje z estd dada por la suma de
las posiciones en los ejes x e y. La particula tiene masa unitaria, y en el instante inicial se
encuentra en reposo en la posicién (1,1,0). Modele la situacién y pruebe que el problema
tiene 1nica solucion.

Recordemos Cauchy-Euler

Considere la ecuacion diferencial

2
1'23// _ Qﬁxy’ + (W—i_l) _ 1) y
4 4
donde 5 € R.
Resuelva la ecuacién .

) Encuentre los valores de [ tales que las soluciones sean acotadas cerca de cero, y los
valores de [ tales que las soluciones tiendan a cero cuando x — 0. Similarmente, encuentre
los valores de 3 tales que las soluciones sean no acotadas cerca de cero, y encuentre el limite
de estas soluciones cuando x — 0F.

Coeficientes Variables

Considere la siguiente ecuacion diferencial a coeficientes variables de orden 2 :
2.1 /
2y —xy +5y =z, conz >0

Para resolver esta ecuacion, siga el siguiente procedimiento:
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XK) Verifique que ¢; = xsen(21n(z)) es una solucion de la ecuacién homogénea asociada.
}K) Calcule el Wronskiano de la ecuacion y luego encuentre una segunda solucién general de
la EDO homogénea. Explicite el conjunto fundamental de soluciones homogéneas. Indicacion:
f sen2(121n(w))dx - _71 COt(2 ln(x)) +C

Encuentre la soluciéon particular asociada, y luego escriba la soluciéon general de la EDO
no homogénea.
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Resumen

Def. 2 (EDO a coef. variables): Una
EDO lineal de orden n a coef. variables es
de la forma general

P(x,D)y = Q(x)

donde P(x, D) = Y}7_,a(z)D* es un ope-
rador diferencial de orden n, a; son los coef.
(con @, = 1) y Q el lado derecho.

Def. 3 (EDO a coef. constantes):Una
EDO lineal de orden n a coef. constantes es
una identidad de la forma:

P(D)y = Q(x)

donde P(D) = ¥7_,apD*,a, = 1

Def. 4 (EDO homogénea): Una EDO li-
neal a coef. variables o constantes se dice
homogénea si Q = 0.

EDO homogénea no homogénea

lineal subespacio H de hiperplano S de
orden n soluciones homogéneas soluciones particulares

coefi- P(D)y =0 P(Dy=Q

cientes polinomio caracteristico | coeficientes indeterminados

constantes | walores caracteristicos variacion de pardmetros

P(z,D)y=Q
representacion de Green
variacion de pardmetros

coefi- P(z,D)y=0
cientes férmula de Abel
variables férmula de Liouville

CUADRO 1. Tabla resumen del estudio de EDO lineales de este capitulo.

Def. 5 (Polinomio caracteristico):El po-
linomio caracteristico de una EDO es:

n

A) =D @\
k=0

y sus raices se llaman valores.
Def. 6 (Sol. de la EDO lineal):Se dice
que y es solucion de la EDO lineal

P($7D)y:Q

en el intervalo I si y € C"(I) y
P(z,D)y(z) = Q(z) para todo x € I.

Def. 7 (PC. para EDO’s lineales de or-
den n):El problema de Cauchy para EDO

lineales de orden n consiste en encontrar
y € C"(I) tal que:

o) (1) n— 1)

(y(a:o),y’(xo),...,y"_l(mo)) (yO »Yo 5 Yo

)

{ P(z, D)y(z) = Q(z);Va € I
(PC)

Teo. 1 (TEU):Supongamos que las funcio-
nes a(z), k = 1,...,n-1 y Q(z) son continuas
en /. Entonces para cada xy € I y para cada
vector de condiciones iniciales, el PC tiene
una tnica solucion.

Cor. 1:Notemos que, bajo las hipotesis del
teorema anterior, si la EDO lineal es homo-
génea y con condiciones iniciales nulas, la
unica solucion es la soluciéon nula. Esto es si
Q=0y y(()k) = 0 para cada k = 0,....n - 1,
entonces y = 0.

Teo. 2:La solucién homogénea y;, de la

EDO a coeficientes constantes con valores
caracteristicos i, Ay esta dada por:

1. yp = 016/\196 + Cge)‘ﬂ si A1, A2 € R, A\ 7’5 Aa.
2. Ynh = Cle)\z —+ CQZL'&ACD si )\1 = )\2 c R.

3. yn = Cre?® sin(wz) + C2e°” cos(wzx) si A1 2 =
o +iw, con w # 0

Def. 8 (Wronskiano): El Wronskiano de
una EDO de orden 2 corresponde a:

W(z) =W(yr,y2) =
o yl(‘T) y2(x) _ 2l (1) — 2 (x
= Y (z) yh(e) = y1(2)yz(x) — y2(2)y; ()

Donde yy, 2 son sols. de la ec. homogénea.
Def. 8 (Sol. particular de una EDO de
orden 2): La solucién particular y,es :

y1  Qu  Qu
W 3/17 y2 W yh yz

Donde 3, y2 son sols. de la ec. homogénea.
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TEU y modelamiento

(a) Considere la ecuacion lineal

de
v +p(t)y + gty = g(t), ¥ = 2

con p, ¢, g continuas y acotadas en un intervalo I. Muestre que si existe £, € I tal que y; (tp) =
Y2 (to) , 1 (fo) = ¥3 (o), entonces y; =y, en I.

Escvibimos:

\" - (k) - PN - q(t)‘/
Delinimos:

2 (5)=Y'(b)

Z' (%) =N"(b)

As(r
d [" _ 3]: ¢
del % z! A(r)-PEN - q(4)Y

kel L3
- P(A)Z - ()Y 9 (4)
= (&) 4 Y ] 0 ]:
[-—P(b) -9 (4) ][3 * [aw FeMz)

Tenewos que la fung e contiviua vesPecio a b

I Fe,x)-Fb M= TFa, x)= Fo(a )+ \F (£,X)- F(83) |
(Xay X )= (W Za) (M Ma) = (0o 2,)

= | 2= 2,14 | P&IZA + G(4)Uq +90E) - Pt )Z, -9 (6 10500)
= 1Za- 2o + | Pt) (24-22) + F(4) (4a— 1) |

& | 24— 2l + MIZa- 2,0 KIWa-Uel

S max a1 1K (1Z0- Z2) ¥ 1 Ua- Ul )

¢ L W x-NUy Acomada en I

De'oemos TeNev bntpnces Condid) ihicm/ 7]
\I,2=—\l'. [_U\Q%l), OIAJA:: las CDnJiC!Dsz iniciales sy



:_( UhAa sol.. €s1A ole/oe 5¢v U/VIiCA_
En  este CAS0, 51 wnPone mos:

\Y= g p) - PHIN' - q(£)Y
MENE \Lu‘(.bo) = Ya(%.)
\"(t;a,: \Il] (to) = Y;(’f/o)

Entonces por TEU Ya=Ya en [

(b) Considere una particula en el espacio (x,y, z), la cual estd sometida a las fuerzas
dadas por F, = z y F, = y. Ademads, la velocidad en el eje z estd dada por la suma de
las posiciones en los ejes x e y. La particula tiene masa unitaria, y en el instante inicial se

encuentra en reposo en la posicion (1,1,0). Modele la situacion y pruebe que el problema
tiene tnica solucion.

°Fx'-'X::‘.

X
-Fy=Y =V
2 = X+
Tenemos entonces e  sisr. de ec.:
X=X
N=Y
Z2-X+Y
Hacemos el g1 cambio de vaviables:
W= X =\

N constvyi mos el 631'. 515]. hweal

—

X [ Tw (00 4 007 fx]
‘e 9 | Y g 4 00 04 0[N
K= —Jw = [wl-[x [[1e000|fw
It | y o I Y o100 0| T
2 J | z] [X+Y. 44 000 )L 2]
) “Xit)
Es un sist lineal A

CES LiPChiTz vesPeLro AI €5PACIO %
510 y la cre. de Lirchirz s lAIl!



:l')(4 ) X, = rxz‘
= Y ’ Y2
Wy Wi
Y Vo
% | 2 |
W (Xg,4) = FXe, )= NA [0 - A [X] )
Wa w,
s Yy
. < L2 L 2
= A [ = AN, - X
q:,_wz,' G Lipchire !
X‘A*J',_
LZ«—Z,,_J

eCommun Y €5 PEcTo Al TiémpPo ?
BIAVA AL

¢ Condiciones iniciales Pava cads  vaviable 2
N0Y=A  y0)=0

Payie €wn
veposo!

. Pov TEU : el PYOUevm tiene sd.  unica.



Recordemos Cauchy-Euler

Considere la ecuacién diferencial

; 234+1)% 1
2%y — 2By’ + (( ik ) )

— =0, =20,
4 1)Y =

donde 3 € R.
(a) Resuelva la ecuacion .

Notamos  qoe la ec. es de o Loymas:

anX"Y" . - +ag<y' taoY = Qx)

Luego, € unma ec. del Tiro  Lavchv- Eulev

Probemeos vna 0l N=X* en la ec:
Y= X%, Y Xty ¥ a4y xt*

Asi

X d-NXVE- 28 x X ((wmz-i) X2-=0

T’
)

(D Xt (wW-1)-284 + (28+8)° _ 4
q 4

=0

5 X>0°

Lo ~262 + ﬁ“ﬁy/-/l/:o
4 4

D L - A(4428) v B(1:8) = o
Kesolve mos:
dyz= 1428+ \(1:28)*- 48(14 3)]

A
= A+28 = W{-‘%z—%ﬂ'ﬁzzw
72

= Q28T A
78

/

dqg= 1+ 55 aq,= b

Asi, la sl es de |l Lovma:
Vix)= AxM™e » BXB//



(b) Encuentre los valores de [ tales que las soluciones sean acotadas cerca de cero, y los
valores de [ tales que las soluciones tiendan a cero cuando x — 07. Similarmente, encuentre
los valores de 3 tales que las soluciones sean no acotadas cerca de cero, y encuentre el limite

de estas soluciones cuando z — 07,

- ¢ Cvando  hs  sols.  son acoradas?
im Yx)= lim Ax*2.BX"®
X- 0% xX90"
B
- 5‘. ﬁ:o
llfW\ \/(X]: B
X 0f
=5 5H>4
‘(VV\ \I(X):O
X—ot
S 5 L<-A
'I/m /él)()(ﬂJ + BX@.—: h/m /4)“_ B e
A->0* A=>0 X5




Coeficientes Variables
Considere la siguiente ecuacion diferencial a coeficientes variables de orden 2 :

2*y" —xy' + 5y =x, conx >0

Para resolver esta ecuacion, siga el siguiente procedimiento:

(a) Verifique que ¢ = xsen(2In(z)) es una solucién de la ecuacion homogénea asociada.

Veames que es sol de | ec homogenea:
XEN-xN'y 8Y =

Calcvlames:

Y

Al

X sin(zlnxy)

Y, = sinzlnix) + Xcos(@lt/n(x)l-& , X220
X
Y, = cos(al -
4 S €O 2NN 2 - Sin(2ln)) - 4
X X

Keemplaz amos:
X;{[C(lﬁ(/ﬂfl(x))ﬂz *6%(7’“(}()) |

GX [6m(21h(xD+ cos( moq)ﬂ/j

F 53X 5in (2ln(x) ) = 0y

Yy e sd de h e homoge/ne,a,

(b) Calcule el Wronskiano de la ecuacion y luego encuentre una segunda solucion general de

la EDO homogénea. Explicite el conjunto fundamental de soluciones homogéneas. Indicacion:
-1

f rsenQ(an x)) dT - COt(2 lIl(.T)) el ¥

Tenemos gque H-{xsm@n), Yo, doade
Yo @5 AescOnoudA eﬂlwlanJo W tenéymos:

W (Y, ¥e)= | X 5in(2) Ya
sinzlnixy) + Zcos(z/m (x)) Y2,
= Y, Xsin(alnx)) - Na(5in(2hax)) + 205 (2ha))



Pava  encontvav la 50lud que oo Lalra
vecovdamos |l fdvwla de Abel

Tenemos Entonces
W(x):- C exe (—Jav,,_a dx)

Nn: cg)mcfo de la EDO!
Bu-a - Es l EDO wnovmalizads

= xty L Xy'a 5y = x /”/x"'
VAR MFRE - BN
>
By 2
On-1=-1X
=) Wix)= C exP ( ‘A/;( dx) = Cexp(lnx)) = CX

Iaualﬁ} mWos5 Con ,O Antévipv:
V) X st ) - Na (5in(2hax)) + 2605 (2haoa)) - c X

Y, - ‘/,,,(émmlmm) r 2005(2ln ) )= C
Xoin(2lnx)) S n(2lulx))

Resolvemos com  Lacrov MTeganre:
Al = 6XP( ia,h-q J.X)

2 co(2ey) Jx

X 5in(2nx))

- exp(_ly.(x)—lm(émcq,lwxn) )

-~ x = (X5in(2lhm) )3
5in(2ln ) )

:exP(s 4 _
X

Avlicando gueda:
(/(L\/L)‘: C /j
X 5int(2la(x))



(Xsin(2hec) Y= | ¢ Jx

COT(X)= CO5(x) X 5in*(2lu(x))
lltal = -C cor(2nx)) + C.
2
Y2 z C coo(2nx))X + CZ\X sim(Z,m(x)l
Y

1

~No quevemos que Y. depends de Yo!

= Elegimos €2 =0

2 Y= COS(CL‘IA(XHX es s Je la é. l/’OPnoaé’/lag/O.’

<,\4,: C cos(2Unix) ) X
El  espacio de  soluciones nes gueda:
'H- 5){ 5in2lnm) | )(co:(’dnm) ”
v o sl es de la  bovma:
Yz Axsin(aln ) + Bxcos(2lnx) )/

c) Encuentre la solucién particular asociada, y luego escriba la solucion general de la EDO
no homogénea.

Usamos  vaviap de pavamerros Pava  enconrve |a
50l Pavriculgy:  mos e e oo

Qus Qy:
U= yl_/ W, ) “’7./ Wys, )

Donde ¥, y2 son sols. de la ec. homogénea.

W Y2 )= | X sin(2lnix) x ces(2hcx))
sm(zln(x)\ - cos(ﬂlwx))-z oos(zlm(x))- sin(2lnix)) 2

= 2X sin( 2lna) v X sim(zlncxy)/oos( 2Imx)) - xsi»%m)oos(zlmxl)
12X cost (2l
= AX y
. [ - Xsin () da = A cos(2lne)
2 X “




—

AKX 4

’ 1 )(COSCQ,IV\(X)) a’x = 4 sin@lan)
X

Ne¥) = 4 sinabi) xsin(zlnx) 4
7]
v 4 sin@him) xsin(gln)
{

= X

g

‘.{
= Mix) = Vh*VP/
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