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TEU y modelamiento

(a) Considere la ecuacién lineal

,_ dy

Y +p(t)y +qt)y = g(t), i

con p,q,g continuas y acotadas en un intervalo I. Muestre que si existe tg € I tal que y (tg) =
Y2 (to) ,¥1 (to) = y5 (o), entonces y1 = y» en 1.

(b) Considere una particula en el espacio (x,¥, z), la cual estd sometida a las fuerzas dadas por
F, =z y F, =y. Ademas, la velocidad en el eje z estd dada por la suma de las posiciones en los ejes
x e y. La particula tiene masa unitaria, y en el instante inicial se encuentra en reposo en la posicion
(1,1,0). Modele la situacién y pruebe que el problema tiene tnica solucién.

Recordemos Cauchy-Euler

Considere la ecuacion diferencial

2y’ — 2Bxy’ + <(2ﬁ ) 1) Y
4 4

donde g € Z.
(a) Resuelva la ecuacién .
(b) Encuentre los valores de 3 tales que las soluciones sean acotadas cerca de cero, y los valores de
B tales que las soluciones tiendan a cero cuando x — 0F. Similarmente, encuentre los valores de /3
tales que las soluciones sean no acotadas cerca de cero, y encuentre el limite de estas soluciones cuando
x— 0T,

Coeficientes Variables
Considere la siguiente ecuacién diferencial a coeficientes variables de orden 2 :

22y —xy' + 5y =2, con x>0

Para resolver esta ecuacion, siga el siguiente procedimiento:
(a) Verifique que 1 = zsen(21n(x)) es una solucién de la ecuacién homogénea asociada.
(b) Calcule el Wronskiano de la ecuacién y luego encuentre una segunda solucién general de la EDO ho-
mogénea. Explicite el conjunto fundamental de soluciones homogéneas. Indicacién: [ mdx =
St cot(2In(z)) + C
c) Encuentre la solucién particular asociada, y luego escriba la solucién general de la EDO no homo-
génea.
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Resumen

Teo. 1 (TEU global): Sea I un intervalo. Su-
pongamos que f : I Xx R — R es una funcién
continua con respecto a su primera variable y glo-
balmente Lipschitz con respecto a su segunda va-
riable. Entonces para cada xg € I e y0 € R existe
una tnica solucién global y € C1(I) del PC.
Teo. :La solucién homogénea y;, de la EDO a
coeficientes constantes con valores caracteristicos
A1, A9 esta dada por:

1. yn = C1eM® + C2e™® si A, Ao € R, A1 # Aa.
T 4 Coze™ si A\ = A2 € R.

3. yn = C1e?®sin(wx) + C2e”” cos(wz) si A1,2 =0

iw, con w # 0

Def. 8 (Wronskiano): El Wronskiano de una
EDO de orden 2 corresponde a:

2. Yn = 6116A

Wi(z) =W(y1,y2) =
_yl(x) yQ(x)_ Dl (z) — D (z
= e = @ate) ~ el )

Donde y1, y2 son sols. de la ec. homogénea.
Def. 8 (Sol. particular de una EDO de or-
den 2): La solucion particular y,es :

Qys _ Qu
Wy, yz) W(y1,y2)
Donde y1, y2 son sols. de la ec. homogénea.

Def. 8 (Ecs. de Cauchy Euler): Una ecuacién
de la forma:

=W

n nfl

+a x_ld + —|—amd——|—a =0
e n—1 don1 o oY

n
anT

se denomina ecuacién de Cauchy-Euler y una for-
ma de resolverlas es probando una solucién de la
forma y = z™.

Def. 8 (L.I.): Las funciones y,...,yx en C™(I)
son linealmente independientes (1.i.) si la afirma-
cion:

Ciy1(x) + - -+ Cryp(z) =0,V € T

implica necesariamente que todos los coeficientes
C1, ..., Ck son cero. Si por el contrario existen
C1,...,Ck tales que al menos uno es distinto de
cero y se tiene (27), decimos que las funciones y1,
, vk son linealmente dependientes (1.d.).
Def. 5 (Espacio sols. homogéneas): Denote-

mos por H el conjunto de todas las soluciones de
la ecuacion homogénea:

H={y€C"(D):y"(x)+  +a(z)y/(z) + ao(z)y(x) = OVz € I}.

Teo. 2: H es subespacio vectorial de C™(I) de

dimensién n.
Def. 5 (Espacio sols. no homogéneas): De-

notamos por S el conjunto de todas las soluciones

de la ecuacion diferencial lineal de orden n no ho-
mogénea:

S={yec"y™ + - +a(z)y’ + ao(z)y = QVz € I}

.Def. 5 (Hiperplano): Un hiperplano o subes-
pacio afin es un conjunto de la forma:

x4+ A={z€ X|z=2x+ a para algin a € A}.

Teo. 2: Si y, € S es cualquier solucién de la
ecuacién no homogénea, entonces S = y, + H.
Cor. 2: Todo elemento de S se escribe de la for-
ma:

y=Ciy1 +Coya + - -+ Cryn + yp

donde vy, ..., Y, son soluciones linealmente inde-
pendientes de la ecuacién homogénea, ¥, es cual-
quier solucion particular de la ecuacién no homo-
génea y las C; € R son constantes arbitrarias que
dependen del vector de condiciones iniciales.
Teo. 2 (Férmula de Abel): Sean y1, ..., y, € H.
Entonces el Wronskiano W satisface:

W (z) = Cexp(— / G (2)dz)

con C' € R. En particular, si se anula en un punto,
se anula siempre.
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