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@ EDO’s de orden 2

\y//+3yl+4y — 0
X4y — 12 + 9y = 0;9(0) = 1;y/(0) = 2
Ny — Ty +10y =0

Buscando soluciones

Considere el problema de Cauchy:

2
(PC) " + Eu' +V(#Hu=0, u(l)=0, u(1)=1,
donde el potencial V' es continuo y acotado para t > 1,u = %.
) Compruebe que el problema ( PC) tiene tinica solucion local definida positivamente
en un vecindario a la derecha de ty = 1.

(Jf) Muestre que si u es una solucion positiva de ( PC) en (1, R) con u(R) = 0 entonces
u'(R) < 0.

Ecs. de Cauchy-Euler
Una ecuacion de la forma:

2 d"y w1 d" "y dy
anT o + ap_1T T + ...+ alx% + agy = g(x)

se denomina ecuacion de Cauchy-Euler y una forma de resolverlas es probando una solucién
de la forma y = ™. Resuelva las siguientes ecuaciones:

/aczg%’—%c%—ély:()
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Resumen

Def. 1 (Operador a coef. constan-
tes):Un operador diferencial lineal de orden
n a coef. constantes tiene la forma:

P(D) =Y a.D"
k=0

=, D" + a,_1(x) D" + ...+ ay D + ag,

Def. 2 (EDO a coef. variables): Una
EDO lineal de orden n a coef. variables es
de la forma general

Pz, D)y = Q(x)

donde P(x, D) = Y¢_,a(z)D* es un ope-
rador diferencial de orden n, a; son los coef.
(con @, = 1) y Q el lado derecho.

Def. 3 (EDO a coef. constantes):Una
EDO lineal de orden n a coef. constantes es
una identidad de la forma:

P(D)y = Q(x)

donde P(D) = ¥7_,apD*,a, = 1
Def. 4 (EDO homogénea): Una EDO li-

neal a coef. variables o constantes se dice

homogénea si Q = 0.

EDO homogénea no homogénea

lineal subespacio H de hiperplano S de
orden n soluciones homogéneas soluciones particulares
coefi- P(D)y=0 P(D)y=Q
cientes polinomio caracteristico | coeficientes indeterminados
constantes | walores caracteristicos variacion de pardmetros
coefi- P(z,D)y =0 P(z,D)y=Q
cientes férmula de Abel representacion de Green
variables férmula de Liouville variacion de pardmetros

CUADRO 1. Tabla resumen del estudio de EDO lineales de este capitulo.

Def. 5 (Polinomio caracteristico):El po-
linomio caracteristico de una EDO es:

p(A) = @\t
k=0

y sus raices se llaman valores.
Def. 6 (Sol. de la EDO lineal):Se dice
que y es soluciéon de la EDO lineal

Pz, D)y =Q

en el intervalo I si y € C"(I) y
P(z,D)y(z) = Q(z) para todo x € I.

Def. 7 (PC. para EDO’s lineales de or-
den n):El problema de Cauchy para EDO

lineales de orden n consiste en encontrar
y € C™(I) tal que:

(PC) =
n—1

P(z,D)y(z) = Q(z); Ve € I
(¥(20), ¥/ (0), - y" (@) = (yg 98" s w5 ),

Teo. 1 (TEU):Supongamos que las funcio-
nes a(z), k = 1,...,n-1 y Q(z) son continuas
en /. Entonces para cada xy € I y para cada
vector de condiciones iniciales, el PC tiene
una tnica solucion.

Cor. 1:Notemos que, bajo las hipdtesis del
teorema anterior, si la EDO lineal es homo-
génea y con condiciones iniciales nulas, la
unica solucion es la solucion nula. Esto es si
Q=0y y(()k) = (0 para cada k = 0,....n - 1,
entonces y = 0.

Teo. 2:La solucion homogénea vy, de la
EDO a coeficientes constantes con valores
caracteristicos A1, Ay esta dada por:

1. Yn = Cle’\” +W02€)\2I si )\1,)\2 €
R, Ap # Ao

2. Yn = Ol€>\x + W Cg@AaCKSi Al =X €
R.

3.yn = Cesinfwr) + @ €
Coe? cos(wz) si A\j g = o % tw, con
w # 0

Def. 8 (Wronskiano): El Wronskiano de
una EDO de orden 2 corresponde a:

W(z) =Wy, y2) =

_ yi(z) y2()
yi(z) ya(z)

Donde y, 2 son sols. de la ec. homogénea

= y1(2)ys() — yo()y) (v)
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Yy +3y +4y=0

Usamos 18 Lormag de  opPevadoves -
(D 3D+ U)Y =0
P(D)Y=0 ~ 0TAD de OPev,qc/oves.
Entonces el Pol,‘moumm CAVACTEVILTICO ASOC&AJO
cOvves POVlde A"
ANr3deq =
Calculames  9Us vaices:

M= -3 20944 - -3+ E’.‘

73 2
L . 3. yn == Cie?Tsin(wz) + Y @
U B%O \ USA Vl/l05 Coe” cos(wx) si Ny, = o £ iw, con

w # 0

Con o que A s noes gueda
Yo: €. 6% sm(rxn C, 6%cosc\r'x)

.4y” — 12y’ 4+ 9y = 0; y(0) = 1;9/(0) = 2
(4D AZD +9)Y =0
@ (Y)\“12A+9) =0
Usames 1o Lovmla:

/\4’1/ 42+{¢I— :é.
9 z

Luego Tenemos que In solyp estA dada Pov:

Vo= Cie™" v 0% X
Desvejemes s crs..
Vn(o)= 64=4A
Pov orve lado:
W - %e%"*r ¢ (€



S 0. 3% €. =2
1
(:> Cz:‘ -"3 = i
1 2/
Yy X 3, X
Nn= € X e
n = //

Yy =Ty +10y =0

Tenemos: (D*ID+H40)y =0
S (A7) r0)=0
D ( DA 5)0

./\4—Z M5
Aot el espacio de  ouls, homogenmj es do la
dorma -
H-1e”, 7

Y westva ol es de la  fLovma.
Nu- 0%y C,e%

7
- Buscando soluciones
sidere el problema de Cauchy
(PC) v + ?r1+l'(f)ld:[). u(l)=0, u'(1)=1,
donde el potencial V' 1tinuo -otado ; 1>1.u':‘t’|‘,.
(a )(011] l que lp robler (P() e tnica solucion local definida positivamente
en un \ccmchrlo a la derecha de r =1,
S5ea £ >0
: /.
P.A.q. (PC) Tieve sdlug hnica en (4o, Lot C)
Despeyamos
W= - L Vg = Lb, Wt) , Ui))
.Y
Usamos el cambio de vaviable.
Z(k)= U (b)

2\ = W'(k)= Lk, w, w(p))




= )((;b)z-(fu,)w) | x'(ﬁ):(u‘(u):(z )
s, —_— 2l(.‘b) ‘ f(i ﬁ@]

El objerivo €5 enpnvay ma  ec de la fovms:
X'b) = F(b,X(p))
RQ(:OVAH\MOS:

TEOREMA 2 2 Sm I un intervalo. Tomemos xg € I e yy € R. Supongamos qg e

[T xR =R es una funcion continua (con respecto p?‘i“n iable) e
Supongamos farnh'ri que ﬂr‘n151>01‘alsqu \f! y) \<[\uf \/ (‘/t ’ /l/' Z)

siempre que Y,z € [yo —r,yo+ 7] yx € I N[wg — J, 20 +5]Dntva
M = méx{[f(z,y)| |z€l, |z —x0| <6, ly—w| <7},

) r i -
4y = min {6. L} . Yy J=1n(xg — do,xo + dp). —_ 2 E

M

Entonces existe una inica solucién local y € C'(.J) del problema de Cauchy (PC).

Veamos que =
F . ( A At e)xm———*)ﬂ)\, 5€n LiPCIfliTZ

Flbu2)= @ o\ (O 4 \(@)
12_Vipyu?] = | -Vip) ‘_% %

L

N F (A, X)- FbrDll= 1Fa(h,X) - F (4% 1 F (£, RG0!
(X/l‘x'l): (/llj,Z’l) \ (Y417’L):(7/l1,21)
212y = Zal +1-221 — V(E)Ug 2 222 V()W

A A
CNZa-Falt 2\ 2= Zol+ WA U - e
L ‘C

~on peCA,14€] {( (X,\/)”: M‘w‘l\/)
C1Za= 2ol b M Z= 2ol ¥ ClU- Ul )] (Kg= Xy Nyp= Yo )
314 22 + ClUs -~ Ul
WIA/X ))3,0‘( (124=Z2) % U2~ Uel)
max 33,08 I1X-Y 1l

F es Lipchitz  local

I~

"

V&Amoa Alm')\m que 'A ﬁd es Plsitiva:
5a bemes que  Lomo U es sol de lo EDO

= U, N Son  onTivvasl



bomo  wry=0 , u'A) - A
DAk.>4 19 w)>0, Viel1t.]

=) W(4)- W) >0 | &

U\

)
¥

-

Ua D A0 7y = C“l.ibo:l
5, Tomamos €= Lo-A wmluimos/

(b) Muestre que si u es una soluciéon positiva de ( PC) en (1, R) con u(R) = 0 entonces

u'(R) < 0.
Veamos  pov cowntvA da‘c4::
ms,m“dw““ 50 U0 » Jese, Wik
nea ATIVA

! o) VohelR-E,R] v come
> en [R-§RY=) uR) >0 X (on

« Si W(R=0
Pev TEU (local) :

w'yr 22 v Viklu=o
(P) x

W =0
UR) =0
= U=0 X Pq SU0PUSIMO  U?0 (posivival fu (1R
R NCARY)
7
EE . de Cauchy-Euler
Una ecuacion de la forma:
uﬂ‘"%«k l::"%Jr + 11‘%‘# y = g(x)
1 na ecuacion de C hy-Euler y una fi le resolverl. proband 1
le la f a y = x™. Resuelva | guientes
-2z —4y=10

Peobavde  com Y=x" D ¥' = vwx™?, ¥'- mim-9 ™

Lueao
y}mcvn-a)x""/ 2 X'm X" _qx™ p
X (m* m=-2m-4) =20
X" (mwt-3m-4)=0 E mM-Im-4=0



Luego, la 50l estd odada  pov a
XY= e X e CoX ™ = X X

Y

« 42284 — 15y;9(1) = ~Ly/(1) = -}
Nuevg
Peobavdo  con Y =x" D ¥' = wx™?, v mom-9) X"
Tewnemos:
Yxt mam- X" - 45X" = 0
X" (4m®- 4m-15)=0
A Ums qm-45<0

1¢
= Wi £ N6t 435" - 43 ;[ﬁ’

3 8
D =446 =5 | my= 4-16- -3
o) V% 3 2
Y b sd e dé la  Lovma
5 2
\lfi(): 01/\/4 + Ce.X Y

Despeyermos €4, Co
N(A)= Ceal, = -4 & Caz-(C,+4)
/’alevl:m ] 5.0 5
Vix)= &5 (a2 X - 3(,X
2 2

D W) 50, -3, =1 G +5C1513C,7 ~1
2 a0 x



& Q-4 &> (- -1
2

=) 64‘— “(-_"i+4):-

KN

—3/l

—

oY) s x5 X
A 2

3d? 2 d? Jod
. ;L‘;ﬁ + 41-152 — 4zt =0

Peobande  con Y=x" D ¥' = vx™ 3, Y- mm- A"
y= m(mA) (m-2) x"™3
Tewne mos:
X% mime 8) (M-I X3 + UXT A ™M~ U xm a7 o
X"m [ i im-m+2 tUm-¢ -4 ]=0
X'm L mt+m-¢]=0
@ mm+wm-¢ =0)
| . )
(Mm=2)(Im+3)
VI’MCO, VVh"Q | Mz:_g
Asl 1
2 -5
V(X)= (34)(0/1 L X4 (X y con GG C, R
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