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Pregunta 1
Considere el cambio de variables parabélico donde

X = uvcosH
Yy =uvsin0

1
zZ= E(u2 - %)

conu,v <0y 0 € [0,2m]. Calcule los factores escalares, vectores unitarios y verifique que este es
un sistema ortogonal.

Pregunta 2

De acuerdo a la teorfa de Yukawa, el potencial generado en una interaccién protén-neutréon

estd dado por
—Qmr

U = -¢°

en coordenadas esféricas, para ciertas constantes g, a > 0.
a) Encuentre la fuerza asociada para r # 0. (Hint: F = —VU).

b) Calcule directamente el flujo a través de un casquete esférico de radio R centrado en el origen,
orientado segtin la normal exterior.

c) Pruebe que V2U = a?m?U, en R3 \ {0}

d) Demuestre que si {2 es un abierto acotado que contiene al origen, cuya frontera es una
superficie regular y orientada segtin la normal exterior, entonces

ff F-dS:—4ng2—cx2m2ffodV
o0 Q
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Pregunta 3
a) Sea A C R? abierto no vacioy ¢ : A € R® — R un campo escalar C>. Muestre que
. 2
div(gVg) = gAg + ||Vg|| en A

b) Considere el campo escalar / definido por h(x,y,z) = % Explique brevemente por
x2+y2+22
quées C> en R? \ {0}.
c) Exprese h'y Vh en coordenadas esféricas.

d) Muestre que la derivada direccional g—iﬁ se anula en R3 \ {6}.

C s . . J . .
Indicacién: Para un campo escalar f se tiene la igualdad % = Vf -1, en el dominio en el que
f es C!, y para 1 vector unitario.

e) Sea Q ={(x,y,2) € R?|1 < x? + y? + z2 < 4}. Calcule

] nanav
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Coordenadas ortogonales

Sistema de coordenadas curvilineas: Sea R : D C R®> — R® suficientemente di-
ferenciable e invertible tal que a cada (u,v,w) € D le corresponde un punto
(x(u, v, w), y(u, v, w), z(u, v, w)) € R®.

Sistema ortogonal: Sea R un sistema de coordenadas. Se dice que R es ortogonal si los

vectores
u JR JR w JR
= -, vV = -, = -,
du dv dw
son mutuamente ortogonales.
Factores escalares: IR IR IR
==, h=|=|, h=|=|
! H<9u © ‘80 ¢ Hz?w“

Representacién de un campo vectorial en otro sistema: Sea F: Q € R* - R? de clase C!,
Q) abierto y R un sistema de coordenadas. Se define:

F, = F,(u,v,w) = FR(u, v, w)) - a(u, v, w),
F, = Fy(u,v,w) = FR(u, v, w)) - ¥(u, v, w),
Fy = Fu(u,v,w) = FR(u, v, w)) - w(u, v, w).
Setieneque F=F, -G+ F,-V+F,-W.
Algunos sistemas de coordenadas
* Coordenadas cilindricas: R(p, 0,z) = (pcos 0, psin 0, z).
* Coordenadas esféricas: R(r, 0, ¢) = (sin 0 cos ¢, rsin Osin ¢, r cos 0).
Operadores diferenciales en coordenadas ortogonales:

* Divergencia:

1 J J J
V-F:= —(F,hyhy) + =— (Fuhyh, — (Fyh,h,
h,hohy, (c%t( )+ 80( o)+ 8w( )
¢ Rotor:
hu G hU v hZU A
_ 0 J J
V X F = huhvhw det 2u o b7
hLlFLl hUFU hZUFZU
* Gradiente: of of of
1 1 1
Vf=——"0+ ——Vv+ ——"W
f h, 8uu+ v&vv+hw8ww
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Teoremas fundamentales

Integral de linea: La integral de linea de una funcién F: D C R® — RR® sobre I', parametri-
zada por la funcién r : [a,b] — R3 se calcula como

b
dr
frF-dr:j; F(r(’c))-adf

Propiedad: F=-Vg = ﬁ. F-dr=0

Integral de flujo: La integral de flujo de una funcién F : D ¢ R> — R® sobre S, parametri-
zada por la funcién r : U ¢ R? — R® se representa por

fLF-ﬁdS:fLF(r(u,v))-(%X%)(u,v)dudv
(4 x )

Teorema de Stokes: Sea S C IR? una superficie regular por trozos cuyo borde I = dS es una
curva cerrada, simple y regular por trozos. Sea F : A — R® un campo vectorial de clase C'
tal que A 2 S U JS con A abierto, entonces

9§SF~dr=fS(VxF).ds (1)

donde I' se recorre en sentido antihorario con respecto a fi (se satisface regla de la mano
derecha).

donde dS =

Teorema de Green (Stokes 2D): Aplicando el Teorema de Stokes para S CR>y F: A — R?
dado por F(x, y) = (P(x, v), Q(x, y)) entonces

9§s Pdx + Qdy = ff(&—Q - 8_P) dxdy

Teorema de la divergencia (o Gauss): Sea Q C IR? abierto acotado cuya frontera JQ) es una
superficie regular por trozos orientada segin la normal exterior. Sea F : Qy — RR® un campo
vectorial de clase C? tal que Qp 2 Q = QU JQ, entonces

ﬁQF-dS:ffLV-FdV )

Analogamente a Stokes, en 2D el teorema de la divergencia toma la siguiente forma:

Sgsp.ﬁds:ffsv.ms
f oo {28+ o

(practicamente igual a Green).

lo cual para F = (P, Q)
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