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Curvas, parametrizaciones y operadores diferenciales
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Auxiliar: Bruno Pollarolo

Pregunta 1

a) Sea p = f(#) la ecuacién en coordenadas polares de una curva I'. Demuestre que el largo de T
en el intervalo [0y, 6] es
02
\/ '(6))2 df

b) Demuestre que para el caso en que se cumpla f'() = af(6), con a un nimero real, la curvatura
de I' en cualquier 0 esta dada por:

Pregunta 2

Sea F: ) C R3 — R3 v f,g: Q CR3 — R campos vectoriales y escalares suaves, respectivamente.
Pruebe las siguientes identidades:

V(fg) = fVg+gVf
(R =fV-F+F.-vyf

a)
b) V
) VX (fF)=fVXF+VfxF

d) V3(fg) = fV?qg+gV?f+2Vf-Vg
) Vx(Vf)=0

)V

(VX F)=0

e

f
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Pregunta 3

Sea g(r) una funcién de clase C1(R) tal que ¢’(2) = 1. Calcule la siguiente integral

2 8 , a , =,
/0 (— f((;; y)7 f((;; y>>\r~<t)'7” (t)dt

donde f(z,y) := g(v/&* +y?) y 7(t) = (2cos(t), 2sin(t)).

Pregunta 4

Dado el campo vectorial F= (—z,y, ), responda justificando las siguientes preguntas:
* ;Existe un campo escalar f tal que Vf = F?

* ; Existe un campo vectorial G tal que V X G=F?

Pregunta 5 (propuesto)

Supongamos que C' es una curva suave en el plano o en el espacio dada por 7(s), donde s es el
parametro de longitud de arco. La curvatura x en s es

=[] Il

a) Demuestre usando regla de la cadena que la definicién anterior es equivalente a

donde r(t) es la parametrizacién de la curva.

b) Y también equivalente a
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Resumen curvas

Curva: Un conjunto I' se llama curva si existe una funcién continua 7 : [a,b] — R?, llamada
parametrizacién de la curva, tal que I' = #([a, b]).

Derivada de una Curva: La derivada de una curva parametrizada por 7(t) = (z(t), y(t), z(t))
se define como el vector tangente a la curva en cada punto, y se denota como 7'(t) o %. Esta
derivada se calcula tomando la derivada de cada componente de la funciéon por separado.

Propiedades de la derivada de las funciones de valores vectoriales: Supongamos que
7y 4 son funciones de valores vectoriales diferenciables de ¢, supongamos que f es una funcién
de valor real diferenciable de t y supongamos que ¢ es un escalar.

o Lici(t)] = =

ﬁ(t)] _ d’F(t) + dﬁ:(t)

=k

putl
~

SN—
H_

dt dt
o LIf(t)at)]) = f1(at) + f(t) G2
o S )] = G- + (e - 5
o [ x @(0)] = L < i(t) + 7(t) x 450
o LI )] = THD )

Teorema de Clairaut (Clairaut-Schwarz):

Sea f(z,y) una funcién de clase C? en un dominio abierto D C R?, donde (z,y) son las

variables independientes. Si las derivadas parciales cruzadas gg y aazaf son continuas en D,
y 7 Oydzx

entonces:

O f O*f
aray(zvy) - ayar (xvy) para todo (:I:vy) S D.

Coordenadas Cilindricas: La relacion entre las coordenadas cartesianas y cilindricas viene
dada principalmente por:
T(p,0,z) = (pcosb, psinb, z)

Coordenadas Esféricas: La relacién entre las coordenadas cartesianas y esféricas viene dada
principalmente por:
T(r,0,¢) = (rsin¢cosf, rsin¢sin b, rcos @)

Longitud de Curva: Se define la longitud de curva en el tiempo ¢ como:

)= [ 102 ar
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Resumen campos y operadores diferenciales

Campo Escalar: Sea {2 C R"™ abierto no vacio. Se le llamara campo escalar a toda funcion
f:Q—-R

Campo Vectorial: Sea 2 C R" abierto no vacio. Se le llamara campo vectorial a toda funcién
F:Q— R

Visto de otra forma, sea {e;}"_; una base de R" y {F;}I; campos escalares tal que F; : Q —
R,Vi € {1,...,n}, entonces:

Gradiente de un campo escalar: Sea f un campo escalar, al menos C, se define el gradiente

de f como:

Vi ox + 6y'7+ 0z

Linea de flujo: Dado un campo vectorial F : Q) C R? suficientemente diferenciable, una linea
de flujo es una curva 7(t) que satisface:
dr(t)
dt

= F((1)

Gradiente de un campo vectorial: Sea F=Fi+ 4+ Fsk un campo vectorial de clase
C'. Se define el gradiente de F' como:

o OFy  OF;

ozx dy 0z

;| 9F2 Ry OF:
VF = ox dy 0z
ox dy 0z

Divergencia: Sea F=F 10+ Foj+ F 3/2: un campo vectorial de clase C. Se define la divergencia

de F como: OF OF OF
div 7 = 251 2 3
v ox + oy + 0z

Rotor: Sea F = i+ Fyi+ Fg]% un campo vectorial de clase C'!. Se define el rotor de F como:

- 0F3  O0Fy)\ . OF; O0F3\ . <8F2 8F1> A
Fo(Z223 222 it it Jr2 _ Yh1
rot (By 82>Z+(62 8x>]+ ox oy K
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