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Resumen Calculo en Varias Variables

1. Topologia

Def 1 Sea E un espacio vectorial sobre un cuerpo K = R
o C. Una funcién ||-|| : E — R se dice que es una norma
sobre E si

1. Vx € E setiene ||z]| >0y ||z]| =0 < 2 =0
2. Vx € E,V)\ € K se tiene | \z| = |\|||z]]

3. Va,y € E, ||z +yl| <|[=][ + [yl

Def 2 Dado FE un espacio vectorial, decimos que el par
(E,|| - |]) es un espacio vectorial normado (e.v.n) para
|| - || una norma sobre E

Obs. 1 Algunas normas sobre R" son las normas p pa-
ra p > 1de la forma

l2llp = &l fP + - |2n P
Cuando p = oo definimos ||z||oo = méx{|x1],- - ,|znl}

Def 3 En un espacio vectorial E sobre R, un producto
interno es una aplicacion (-,-) : E x E — R que satisface

s (Bilinealidad) (ax + by,z) = a{z,z) + by, z)
(z,ay +b2) = a(z,y) +b(z, 2)

s (Simetria) Vz,y € E, (x,y) = (y,x)

» (Positividad) (z,z) >0 Vze E\ {0}

Obs. 2 En R" el producto interno usual viene dado por
<.’II, y) = Z?ZI TiYi

Obs. 3 Para E un espacio vectorial con producto in-
terno, se tiene que ||z|| = \/(z, ) es una norma en FE.

Prop 1 (Desigualdad de Cauchy-Schwartz) Se
tiene que
Va,y € R, (z,y) < ||2][/]yll

Def 4 Sip,q > 1 satisfacen % + % = 1decimos que py q
son Holder conjugados.

Prop 2 (Desigualdad de Young) Si py q son Holder
conjugados, entonces se tiene que
P pe

Ya,b € RT, abga—+—
p q

Prop 3 (Desigualdad de Holder) Sipy gson Holder
conjugados, entonces se tiene que

n
> lwiyil < llellpllyllg
=1

Def 5 (Bola abierta y cerrada) Sea (E,| - ||) un
e.v.n, definimos la bola abierta de centro x € E y ra-
dio r como el conjunto

Br(z) ={y € E:|lz —yll <r}
Definimos la bola cerrada de mismo centro y radio como

Be(x)={yc E:|lz -yl <r}

1

p=3 p=1 p=2 p =00

Figura 1: Bola unitaria en (R?, | - ||,), el casop = 1/2 es
especial pues no genera espacio vectorial normado ya
que || - ||1/2 no cumple desigualdad triangular.

Def 6 Sea (E,|| - ||) un espacio vectorial normado y
A C E, decimos que A es abierto si

Vo € A,3e > 0tal que B.(x) C A
Def 7 Decimos que A es cerrado si A es abierto

Obs. 4 Se puede extender la nocién de abierto sobre es-
pacios mds generales que un e.v.n. Consideramos un
conjunto X, decimos que T C P(F) es una topologia si
satisface

s X, €T

» Si(4;)ier C 7, entonces |
ser o no finito

se1 Ai € Tdonde I puede

» Si (A;)", C 7, entonces(\,_, Ai €T

llamamos a los elementos A € T abiertos y definimos al
par (X, T) como espacio topoldgico.
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Metric spaces

Inner
product
spaces

Figura 2: Contenciones sobre distintas clases de espa-
cios.

Def 8 Decimos que A C FE es acotado si Ir > 0 tal que
A cC B(0,r)

Teo 1 Para (E,|| - ||) un espacio vectorial normado se
tiene

= Fy & son abiertos

n Si (4;)icr es una familia de abiertos, entonces
Uscr Ai es abierto

» Si (A7, es una familia finita de abiertos, enton-
n .
ces (;_, Ai es abierto

Def 9 Sea (E,| - ||) un espacio vectorial normado, sea

A C E. Definimos interior, exterior, frontera y adheren-
cia (o cerradura) de un conjunto.

1. int(A) = {z € E,3B(x,6) C A}
2. adh(A) ={xz € E,Vr >0,B(z,r)N A # &}
3. Fr(A) = adh(A4) \ int(A)
Teo 2 Se tienen las propiedades
1. int(A) es abierto.
2. adh(A) = ext(A)° = int (A°)°
3. int(A) C A
4. AC adh(4)

AC B = int(A) C int(B)

S

A C B = adh(A) C adh(B)
7. int(int(A)) = int(A)

8. adh(A) es cerrado.

9. Aescerrado < A = adh(A)

10. Aes abierto <= A =int(A)

Obs. 5 La adherencia de un conjunto es también el con-

junto cerrado mds pequerio en el sentido de la inclusion
que contiene al conjunto, andlogamente, el interior de
un conjunto coincide con el conjunto abierto mds gran-
de que estd contenido en él, esto pues, la union de abier-
tos es abierto y la interseccién de cerrados es cerrado y
entonces se tiene que:

. int(A) = UOCA,O es abierto o
. Adh(A> = mACC,C es cerrado ¢

2. Swucesiones,
completitud

convergencia y

Def 10 (Convergencia en un e.v.n) Sea (s,) una su-
cesion en (E,|| -|), sea ¢ € E. Se dice que (s,,) converge
a ¢l ssi:

Ve > 0,3ng € N,¥n > ng, ||[sn — || <€

Def 11 (Sucesion de Cauchy) Dado E un e.v.n, una
sucesion (r,)nen C E es de Cauchy si para cada € > 0
existe ng tal que

l|zn — zm|| <& Vn,m >ng

Intuitivamente una sucesion es de Cauchy cuando sus
elementos tienden a acumularse en una regién cuyo ta-
marnio puede tomarse tan pequerio como uno quiera.

Def 12 Si FE es un espacio vectorial normado tal que to-
das las sucesiones de Cauchy convergen, decimos que el
espacio es completo y que FE es un espacio de Banach

Prop 4 Toda sucesion convergente es de Cauchy
Prop 5 Toda sucesion de Cauchy es acotada

Def 13 Si H es un espacio vectorial con producto in-
terno tal que ||z|| = \/{x, x) genera una norma que hace
completo a H, decimos que H es un espacio de Hilbert

Obs. 6 Si consideramos el espacio vectorial de dimen-
sién infinita

() = {F: 0] = R: [ [f(@)do <o)

Junto a el producto interno (f, g) = f: f(z)g(x), tenemos
la norma inducida

1Flla = ([ )Py’

tal que (L*([a,b]), | - ||2) es un espacio de Hilbert

Teo 3 (de Representacion de Riesz) Sea H un es-
pacio de Hilbert y sea 1 : H — R una funcién lineal
continua, entonces existe un tnico elemento h € H tal
que

P(x) = (h,z), Ve € H
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Obs. 7 Si denotamos
H* :={¢ : H — R|¢ es lineal y continuo}

el espacio dual de H, entonces el teorema anterior im-
plica que si H es Hilbert, entonces

H=H
es decir, H y su dual son isométricamente isomorfos

Teo 4 Toda funcién lineal ¢ : R™ — R™ es continua,
mds atin, se puede representar por una matriz en R™*"

Def 14 Decimos que dos normas || -||1 y || - ||2 son equi-
valentes si 3C1,Cy > 0 tal que Vx € E, ||z||1 < Cyl|z|l2 y
|z]l2 < Collally

Prop 6 Para dos normas equivalentes ||-||1y ||-||2, si z,
converge a x en la norma || - ||1, es decir, ||z, — z||1 = 0,
entonces x,, converge a x en la norma || - ||2 y viceversa.

Teo 5 En R” todas las normas son equivalentes

Teo 6 (Completitud de R") En R"™ toda sucesién de
Cauchy (x,,)n converge a un punto x € R"

Teo 7 Se tiene que R™ es un espacio de Banach, i.e, es
un e.v.n completo.

Teo 8 (Caracterizacion de los conjuntos cerrados)
Se tiene que A C E es cerrado si y sdlo si toda (s,) C A
convergente tiene limite en A.

Teo 9 Cualquier conjunto cerrado contiene a su fronte-
ra. Mejor atin, si la frontera de un conjunto estd inclui-
da en el conjunto mismo, entonces el conjunto es cerra-

do.

Def 15 Una sucesién en R" es una secuencia de la for-
ma

donde (st) ,...,

(s}) son sucesiones en R.

Def 16 (Convergencia en R"™) Decimos que la suce-
sion (zy)reny C R™ converge a x € R™ si:

Ve > 0,3ng : Vn > ng, ||z, — || < ¢
para || - || alguna norma en R™ y lo denotamos xzy, — 1.
Obs. 8 Equivalentemente, para (z,)nen C R™ se tiene
Ty = <= ||z, —z|| =0

Prop 7 (Algebra de sucesiones) Sean (,)neny e
Yn)neN Slcesiones en R"™ convergentes a v e y respec-
tivamente, se tienen las siguientes propiedades

mr,+ Ay, >+ Ay VAER

" anTy — ax para (an)neny C R tal que a, — a
" Ty, Yn) = (T,Y)
Prop 8 Sea (z,,)neny CR" y z € R™. Luego
T, > T < xz%xi Vi=1,---,n

Es decir, una sucesion converge si y solo converge por
coordenadas.

Prop 9 Toda subsucesion de una sucesién convergente
converge al mismo limite que la sucesién original

Def 17 (Sucesion acotada) Decimos que la sucesion
(Zn)nen C R™ es acotada si IK > 0 tal que

vneN, ||lz,|| < K

Def 18 (Conjunto compacto en R™) Decimos que
A C R™ es compacto si es cerrado y acotado

Def 19 (Recubrimiento abierto) Sea (X, T) espacio
topolégico, U C X y (O;)ics una familia de abiertos, si
U C Nic1O;, entonces decimos que (O;);c1 es un recubri-
miento abierto de U, o bien decimos que es una cubierta
abierta de U.

Def 20 (Conjunto compacto) Sea (X, 7) espacio to-
polégico y K C X, decimos que K es compacto si para
todo recubrimiento abierto (O;);c1 de K, existe un su-
brecubrimiento finito (0,;)}_, de K, i.e, K C N7, 0;

Open cover

Finite subcover

Figura 3: Conjunto compacto junto a un recubrimiento
abierto y una respectiva subcubierta finita.

Teo 10 (Bolzano-Weierstrass) Toda secuencia (x,,)n
definida sobre un compacto K posee una subsecuencia
(n, )1 convergente y cuyo limite estd en K

Teo 11 (Heine-Borel) Si K C R", las siguientes son
equivalentes

(1) K es cerrado y acotado
(1) K es compacto

(111) Toda secuencia (x,,)nen C K posee una subsecuen-
cia convergente en K

Teo 12 (Riesz) Sea E ev.n., Bg = {z € E : ||z| < 1}
es compacta si y solo si F es de dimension finita.

Teo 13 (Baire) Sea X un espacio métrico completo,
sea (Xn)nen C X una familia de cerrados de interior
vacio, entonces:

[nt<UXn> =0

neN
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3. Limites y continuidad

Def 21 (Grafo) Sea f : Q@ C R®™ — R™ una funcién,
definimos su grafo como el conjunto

Gr(f) := {(z, f(2)) :x € D} CR™™

Def 22 (Conjunto de nivel) Sea f : @ C R* — R™
una funcion y o € R. Definimos el conjunto de nivel o
de f como el conjunto

No(f) ={ze€Q: f(z) =a}

Obs. 9 Si ademds f es continua, entonces N, (f) es ce-
rrado Yo € R

Def 23 (Limite de funciones) Sea f: Q C R" — R™
una funcion, T € Adh() y L € R™. Decimos que
f(x) tiende a L cuando x tiende a Z, denotado como
lim,_z f(z) = L si

Ve>0,30>0: |z —Z||<d = ||f(x) - L|| <e

Prop 10 Sea f : Q@ C R" — R™ una funcién, T €
Adh(Q) y L € R™. Entonces lim, .5 f(z) = L equivale
a que

V(@p)nen CQ:x — T, f(zn) = L

Prop 11 (Algebra de limites) Sean f,g: Q C R" —
R™, entonces

L. lim f(z) +g(x) = h;m f(z) + lim g(z)

T—T T—T

2. lim Af(z) =Alim f(z) VAeER
r—x

T—T

Enelcasoen que f,g: Q) CR™ — R, se tiene ademds

3. lim f(x)g(x) = lim f(2) lim g(x)

T—T
4. 1 1) _ limes (@)
z—z g(x) limg_,z g(x)

Def 24 (Continuidad) Sea f : Q@ C R" — R™ una
funcion, z € Adh(Q2), decimos que f es continua en T si

Ve>0,30>0: ]z —Z|| <d = ||f(x) = f(@)||<¢

Prop 12 Se tiene que f : Q@ C R™ — R™ es continua en
7 es equivalente a que

V(Zn)neny C Q:zp — T, f(2n) = f(T)

Teo 14 Se tiene que f : Q C R™ — R™ es continua en T
si cada una de las funciones (f;)"., que define por coor-
denadas son continuas en &

Teo 15 (Composicion de funciones continuas) Si
f:QCR" > R™yg:D CR™ — RP funciones con-
tinuasen x € Qy f(z) € f() C D, entonces go f es
continua en x € <)

Teo 16 (Caracterizacion global de la continuidad)
Se tiene que f : Q@ C R™ — R™ es continua en 2 si y solo
st la preimagen de todo abierto A C R™ es abierto en
R™, es decir,

fY(A) es abiertoen R", VYA C R™ abierto

Obs. 10 También se tiene la equivalencia para f conti-
nua con que f~1(C) es cerrado en R" para todo C cerra-
doen R™.

Obs. 11 E! teorema anterior sigue siendo cierto en el
caso general de los espacios topoldgicos respecto a la
continuidad de una funcion.

Prop 13 (Algebra de funciones continuas) Si f, g
son funciones continuas, entonces f + g es continua y
Af es continuas V) € R

Teo 17 Sea K C R" compactoy f : K — R™ una fun-
cion continua, entonces f(K) C R™ es compacto.

Teo 18 (Weierstrass) Toda funcién continua f defini-
da sobre un compacto K de R" alcanza su minimo y
madximo en K

4, Diferenciabilidad en R”

Def 25 (Diferenciabilidad) Sea f : U C R* — R™
una funcion y U abierto. Decimos que f es diferenciable
en x si existe A € R™* " tal que:

(@ +h) = fz) — Ah| _

lim

0]
h—0 [|R]|

Denotamos a dicha matriz por Df(z) o f'(x) y decimos
que es la derivada de f en x y diremos que f es diferen-
ciable si lo es en cada punto de U.

Prop 14 Se tiene que f : U C R™ — R™ es diferen-
ciable en x € U abierto si y solo si existe A € R™*", que
denotamos Df(z)o f'(x), que hace cumplir la igualdad:

fx+h)= f(x)+ Df(x)h+o(h)
donde o : R™ — R™ es tal que

- lo(h)]]
1 =
nmo 1Al

Def 26 (Diferencial) Si f es diferenciable sobre todo
U C R"™ abierto, definimos el diferencial de f como la
aplicacion

Df:U C R™ — R™X"

x — Df(x)

Si el diferencial de f es continuo en su dominio,
es decir, Df € C(U,R™*"), entonces decimos que
f e CHR",R™)
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Obs. 12 Decimos que Df € C(U,R™*") si para toda se-
cuencia x, — v en U se tiene que D f(x,) — Df(x) en
R™*" es decir,

[|zn — x||gn — 0

implica que
||Df(xn) - Df(x)HRan — O

donde la norma || - ||gmx» se define para una matriz
A € R™*"™ como

[Allgmen = (3> A2)1/?

i=1 j=1

CaAp

Figura 4: El diferencial.

Prop 15 (Unicidad) Si f : U C R™ — R™ es diferen-
ciable en x € U abierto, entonces la derivada de D f(x)
es unica.

Teo 19 Sea f : U C R™ — R™ funcién y x € U abier-
to. Se tiene que si f es diferenciable en z, entonces f es
continua en x.

Prop 16 Sea f : R" — R definida por f(z) = 27 Az +
b'x + cpara A € R"™" b € R", c € R, entonces la deri-
vada de f en x estd dada por

Df(z) = 2T (A+ AT) + T

Prop 17 (Algebra de Derivadas) Sean f,g : U C
R™ — R™y x € U abierto tal que fy g son diferenciables
en x. Se tiene que:

» VAER,D(f+ Ag)(x) = Df(x) + ADg(x)
» Sim=1,D(fg)(x) = g(x)Df(x) + f(z)Dy(x)

= Si fy gson diferenciables en U, entonces V) € R,
D(f+Xg)=Df+ XDg

Teo 20 (Regla de la Cadena) Sea f : U C R" —
R™ g:V CR™ — RP donde U,V son abiertosy x € U
con f(U) CVy f(z) € V. Supongamos f es diferencia-
ble en x y g es diferenciable en f(x). Entonces se tiene
que:

D(go f)(x) = Dg(f(x))Df(x)

5. Derivadas Parciales y Regla
de la Cadena

Def 27 (Derivada Direccional) Sea f : U C R" —
R™ funcién, x € U abierto y v € R™ Decimos que f es
derivable en x en la direccién v si existe el limite:

lm flz+tv) — f(x)

) t

En tal caso denotamos dicho limite por D f(z;v)

Def 28 (Derivada Parcial) Sea f : U C R* — R™
funcion, x € U abiertoy e; € (ej)je{lw n} vector de la
base canénica. Decimos que f es derivable en x con res-
pecto a x; si existe el limite:

I fx+te) — f(z)

t—0 t

De existir, denotamos

of (2) = lim fx+te) — f(x)

ox; t—0 t
Teo 21 Sea f: U CR™ — R™ funciény x € U abierto.
Luego, si f es diferenciable en x, entonces la derivada
direccional de f en x estd bien definida para toda direc-
cién v € R™ y se tiene que:

Yv € R", Df(z)v = Df(x;v)

Def 29 (Gradiente) Sea f : U C R™ — R diferencia-
ble en x € U abierto. Definimos el gradiente de f en x,
denotado V f(x) como el vector de R compuesto por las
derivadas parciales de f en z, i.e,

V@) = Dfe) = (5 @) - S @)

Notar que con esta definicion podemos escribir
Df(x)h = (Vf(z),h)

Teo 22 Sea f : U C R™ — R™ una funcién diferencia-
ble en x € U abierto. Entonces necesariamente D f(z) es
la matriz conformada por las derivadas parciales, esto

es, 5
(DFw)y = F(@)

paraic {1,--- ,m},je{l,--- ,n}

Explicitamente,

oh o ... SN
oz Oxo Oz
gﬁ gﬁ . gf2

T xro Tn

Df(x) = |". .

Ofm  Ofm .. Ofm
Oz Oxo Oy

De igual manera podemos escribir

Vfl(x)T
pfw)=| : |=
me(:v)T

Df1 (.’IJ)

Dfom(2)
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Teo 23 Sea f: U C R™ — R™ funcién y x € U abierto.
Supongamos que las derivadas parciales

ofi
8xj (,’E),

ie{l,---,m},je{l,--- ,n}

existen y son continuas en © € U, entonces f es diferen-
ciable en x.

Corolario 1 (Regla de la Cadena) Sea f : U C
R" — R™, g : V C R™ — RP donde U,V son abiertos
yxeUcon f(U) CVy f(x) € V. Supongamos f es di-
ferenciable en z, g es diferenciable en f(x) y denotamos
F:U CR" — RPala funcién F = g o f. Entonces se
tiene que:

paratOdOie{:l?"' ap}yje{lvvn}

Obs. 13 El corolario anterior es directo de usar

_OF,

(DF@))i; = (@)

y la regla de la cadena mediante

(D(g o f)(x))ij = (Dg(f(x))Df(x))i;

=3 )

Corolario2 Sea f: U CR" > Ry~:ICR—-U C
R", entonces para ¥ : I — R dado por ¥ = f o~ se tiene
que

W0 = WD 4y = (9160, 0)

donde ' (t) = (¥,(t) - - - 7., ()T

6. Teorema del Valor Medio, Gra-
dientes y Planos Tangentes

Teo 24 Si V f(xg) # 0, entonces el vector unitario vy =

% representa la direccion de mdximo crecimiento

de f en el punto x

Teo 25 El gradiente V f(x) es siempre ortogonal (o nor-
mal) a la curva de nivel que pasa por x

Def 30 (Hiperplano) En R"™ un hiperplano es el con-
junto de puntos x € R" tales que dado un punto base
xo € R™, el vector que une xy y x es ortogonal a otro vec-
tor “normal” N # 0 € R™, fijo y previamente dado. En
otras palabras, el conjunto de puntos r € R" tales que

(N,z —xp) =0

Def 31 (Hipersuperficie) Sea f : U C R" — R de
clase C' en U abierto. Una hipersuperficie suave en R",
definida por f (denotada S(f)), es el conjunto de puntos
(no vacio) x € R"™, soluciones de la ecuacion

f(r1,29,...,2q) =0, 2= (21,...,24q),

y donde ademds se satisface V f(x) # 0 en tales puntos.
En otra palabras, S(f) = {z € U : f(z) =
0,V (x) # 0}

Obs. 14 La nocién de hipersuperficie es muy similar a
la nocién de conjunto de nivel cero para f que denota-
mos Ny(f) con la sola diferencia de que ahora pedimos
f de clase C*. En otras palabras, una hipersuperficie
es un subconjunto particular del conjunto de nivel cero

para f

Def 32 (Hiperplano tangente) Sea S una hipersu-
perficie suave determinada por una funcion f : A C
R™ — R de clase C'. Sea también x, € S. Definimos
el hiperplano tangente a S en xq como el conjunto de
puntos x € R"™ tales que

(Vf(xg),x —xz9) =0

Obs. 15 Lo anterior dice que para f diferenciable en
xo, Su gradiente es siempre ortogonal a la hipersuperfi-

cie definida por f
e

A

Figura 5: Plano tangente 7 sobre la hipersuperficie que
define F' en un junto al gradiente en un punto.

Teo 26 Si f : U C R™ — R es diferenciable, entonces
el hiperplano en R"*! centrado en (z, f(zy)) € R"™! de
ecuacion

y = f(xo) + Vf(wo)(x — 20)
es tangente al grafo de f en (xo, f(zo)). Mds atin, el vec-
tor
Vf(.fl?o)
—1
es perpendicular (o normal) a este hiperplano y al grafo
de f

Def 33 (Conjunto convexo) Sea E un espacio vecto-
rial, diremos que C C E es convexo si para cualquier
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par de puntos x,y € C, el segmento que une x e y, deno-
tado por [z,y] y definido por

[r,y] ={zeE:z=Xx+(1-XNy, Aecl0,1]}

estd contenido en C.

Convex set Non-convex set

Figura 6: Conjunto convexo y no convexo en R2.

Def 34 (Cono) Sea E un espacio vectorial, diremos
que C C E es un cono si Vx € C'y VA > 0 se tiene que
A eC

Teo 27 (Teorema del Valor Medio) Sea f : U C
R"™ — R diferenciable en U abierto y convexo. Entonces,
para cualquier par de puntos x,y € U, existe A € [0,1]
tal que

J(@) - fy) = (VI(2).2 )

donde z = Az + (1 — \)y, es decir z € [z, Y]

7. Teorema de la Funciéon In-
versa/Implicita y Derivadas de
Orden Superior

Teo 28 (Teorema de la Funcion Inversa) Sea f

Q C R™ — R" una funcién de clase C' en Q. Suponga-
mos que para algin x, € Q, la derivada D f(z,) € R™"*"
es invertible (i.e, det(Df(xzo)) # 0). Entonces existen
abiertos U,V con g € U C Qe yo = f(zg) € V,
tales que f|y : U — V es un difeomorfismo de clase
C, esto es, una biyeccién tal que f|;;* es de clase C*.
Ademds, por ser (f|lu)™! : V. — U continua y diferen-
ciable en todo punto de V, se tiene D(f|u) ™ (flu(zo)) =
(D(flv)(0)~!

Teo 29 (Teorema de la Funcién Implicita) Sea f :
Q c R™"™ 5 R” una funciéon de clase C' y
(ro,y0) € 2 tal que f(wo,y0) = 0. Sea Df(xo,y0) =
(D f(x0,90), Dy f(x0,v0)] la derivada de f en (xq,yo),
supongamos que D, f(xo,y0) es invertible. Entonces
existen abiertos U, W con (z9,y0) € U CR™ "y xg € W
tales que para cada © € W existe un tinico y tal que
(xr,y) € Uy f(zx,y) = 0, lo que define una funcioén
g : W — R" de clase C*, en particular y, = g(x), de
manera que
f(z,9(z)) =0,Ye e W

ademds

Dg(x) = =Dy f(x,9(x)) ™" Dx f(x, 9(x))

Def 35 (Matriz Hessiana) Sea f : U C R" — R fun-
cién de clase C?(U). Llamamos matriz Hessiana de f
en x a la matriz D(V f)(z)T, que denotamos:

92 f 9% f
527(T) - gaEe, ()
D?f(z) := ) :
8% f 9%f
Oy 0z (.17) T 8?(‘%)

otras formas comunes para denotar la matriz Hessiana
son H f(x) o bien f"(x).

Prop 18 Para f : U C R™ — R funcién de clase C*(U)
y T € U, D?f(x) es simétrica, y por lo tanto sus valores
propios son reales.

Teo 30 (Taylor) Sea f: A CR" — R de clase C**' en
A, k > 1, con A abierto. Sean también ro € Ay h € R"
tal que xy + th € A, para todo t € [0,1]. Entonces, la
siguiente expansion de f es vdlida:

[ (xo +h) = Py (0, h) + Ry1 (wo, h) o)

k
Py (z0,h) ==Y Ty (w0, h)
£=0

donde Ty (z¢, h) es el monomio de Taylor de orden /, da-
do por la expresion

1 n n agf
Tewoh):= 1 D+ D gy, (@) hia B

i1=1  ip=1 e

para 1<{<k,y Ry (xo,h)eselrestodeorden k+1
de la expansion (1), dado por

Rk+1 (SC(), h) ==

1 n n ak’+1f
(k+1)! 12::1 2

——— (g +sh)hiyy -+ h
ipp1=1 Oxiy -+ Oy !

Tk41
para cierto s € [0,1].

Corolario 3 Supongamos que f: A CR"™ — R es una
funcion de clase C? en A, y sean xy € A, h € R"™ pequefio.
Entonces, el polinomio de Taylor de orden dos para f en
torno a xo, denotado Ps(xo, h) viene dado, explicitamen-
te, por la expresion

n

2
CORRAOIEED WP
1,J=

Bxiamj

(x0) hihj,

Equivalentemente, se puede escribir
§ (@o+h) = f (z0) + V1 (o) b+ L b7 D* f(zo)h
o bien, escogiendo h = x — xo tenemos f(z) ~
J (20) + Vf (@0) (& = 0) + 5 (@ = 20) " D* () — 20)

para x cerca de x.
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8. Optimizacién

Def 36 (Punto extremo) Sea f : U C R” — Ry sea
Z € U. Decimos que T es:

(1) Minimo local si 3¢ > 0 : f(Z) < f(z) Vo €

UnNDB(z,e)

(1) Mdximo local si 3= > 0 : f(zZ) > f(z) Vo €
UnNDB(z,e)

(1) Minimo global si f(z) < f(z) Ve eU

(rv) Mdximo global si f(z) > f(z) Ve eU

Si se cumple alguna de las definiciones anteriores, de-
cimos que T es punto extremo.

Teo 31 (Fermat) Sea f : U CR" - Ryseaz € U
punto extremo de f. Si f es diferenciable en T, entonces
ViE) =0

Def 37 Sea f: U CR™ — R ysea T € U. Decimos que
Z es punto critico si f es diferenciableen zy Vf(zZ) =0

Teo 32 (Condicion Necesaria) Sea [ : U C R” - R
funcion de clase C*(U)y 7 € U. Se tiene que:

(1) T es min. local = H f(T) es semidef. positiva.
(1) T es mdx. local = H f(Z) es semidef. negativa.

Teo 33 (Condicion Suficiente) Sea f: U C R" - R
funcion de clase C*(U) y & € U punto critico de f. Se
tiene que:

(1) Hf(Z) es def. positiva = T es min. local.
(1) Hf(z) es def. negativa = T es mdx. local.

Teo 34 Sea f : U C R™ — R funcién de clase C?*(U)
y & € U punto critico de f. Si {\;};_, son los valores
propios de Hf(Z), se tiene que:

(1) Vi€ [n],\; > 0= T es min. local.
(1) Vi€ [n],\i < 0= Z es mdx. local.
(1) 3j,k € [n] : A\j A < 0 =T es punto silla.

Teo 35 (Teorema de Multiplicadores de Lagrange)
Sea f : R - Ryg : R* — R™ funciones de cla-
se Cl. Sea S el conjunto de restricciones definidas
por g como S := {z € R" : g(z) = 0}. Supongamos
que x* es minimo o mdximo local para f en Sy que
{g1(20), -+, gm(x0)} son Li, entonces existe \* € R™ tal
que D, f(a*) = (\*) Dg(a*)

Obs. 16 Definamos el Lagrangeano L(z,\) = f(z) +
A - g(z), bajo las hipdtesis anteriores, se puede escri-
bir equivalentemente con (z*,\*) € R™ x R™ tal que
DL)\E(Z‘*, )\*) =0

9. Integracion en R”

Def 38 (Rectangulo en R") Dados n  intervalos
reales acotados I, 1s,--- ,I,, definimos el rectangulo
R en R™ de lados I, 1,,--- , I, como el conjunto

R=~LHx1I---x1,
El volumen de R se define como
vol(R) := 0(I1) - £(I2) - - - (1)
donde ((I) es el largo del intervalo Iy,

Def 39 (Particion de un conjunto en R"™) Sea Run
rectdngulo cerrado de la forma R = I; x Is X -+ X I,
y sean Py, P, ..., P, particiones de cada uno de los in-
tervalos I1, I, . . ., I,, respectivamente. Una particién P
de R es el conjunto

P =PixPyx---xPy:={x=(21,20,...

Def 40 (Suma inferior y superior) Sea f R C
R"™ — R una funcion acotada sobre un rectdangulo ce-
rrado R, esto es, |f| < C para todo x € R. Dada una
particion P que genera subrectdngulos abiertos y dis-
juntos {R1,Ra,..., Ry}, definimos su correspondiente
suma inferior (de f para P ), denotada L(f,P), y su su-
ma superior (de f para P ), denotada por U(f,P), como
las cantidades

TER;

N
L(f,P):= ij vol (R;),m; := inf f(x);
j=1

N
U(f.P) =) Mjvol(R;) ,M; = sup ().
i=1 B

Def 41 (Refinamiento) Sea P una particion de R un
rectangulo. Decimos que P’ es un refinamiento de P si
PCP.

Prop 19 Sea f: R CR"™ — R una funcién acotada so-
bre R rectangulo cerrado, y sean P, P’ particiones de R.
Entonces las siguientes propiedades se satisfacen:

(1) Si P’ es un refinamiento de P, entonces

LS,P)<SL(SP) y USP)SULP).

(2) Si ahora P y P’ son particiones arbitrarias del
mismo rectingulo R, entonces

L(f,P)<U(f,P")
(3) Las cantidades
L’/ f = sup{L(f,P) : P particion de R},
R
u / [ :=inf{U(f,P) : P particién de R}
R

estdn bien definidas y se tiene al desigualdad

L’/ngl/l/Rf.

,xn)eR:xiGPi}.
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Def 42 (Funcion integrable) Diremos que f es inte-

R R

En tal caso, la integral de f sobre R, denotada sim-
plemente por [, f, o bien [, f(x)dx, corresponderd a
cualquiera de estos valores.

Def 43 (Conjunto de medida cero) Un conjunto A
en R" se dird de medida cero si para cualquier € > 0, es
posible encontrar una coleccion de rectangulos cerrados
(Rj);cn en R, para los cuales

AC UR]‘, Y ZVOI(R]‘)<8
j=1 j>1
Prop 20 Sea f: Q) C R™ — R continua con A cerrrado,
acotado y cuya frontera 9N2 tiene medida cero. Entonces
f es integrable en

Teo 36 (Condicion de integrabilidad) Sea f : Q2 C
R"™ — R una funcion escalar acotada. Entonces f es
Riemann-integrable en Q si y sélamente si el conjunto
de discontinuidades de f y la frontera de () tienen me-
dida cero. En particular, toda funcién continua en §) es
integrable.

Teo 37 (Teorema de Fubini) Sea R; C R"y Ry C
RP dos rectdngulos cerrados y sea f : R1 x Ro una fun-
cién continua. Entonces se tienen las igualdades

/ = ([ faydyde= /( f(z, y)dz)dy
Ri1XRz2 R1 Ra2 Ra2 R1

Teo 38 (Teorema del Cambio de Variables) Sea

U C R"™ un conjunto abierto y acotado. Sea T : U — R"
una funcién de clase C* en U e inyectiva sobre U. Si
f:T(U) — Res integrable sobre T'(U), entonces

/ f(y)dy = / (f o T)()| det DT (x)|dz
T(U) U

T
v ¥

—

/| X x(u,\')\‘
| y=otuy)
D’ D

u X

[u= w(x,y)
| v=0(x,y)

‘\_/
1_.|

Figura 7: Interpretaciéon de un cambio de variable en
R2.

Prop 21 (Coordenadas Polares) Para r > 0y ¢ €
[0, 27) consideramos la transformacion:

T(r,) = (rcos(p), rsin(p))

Entonces
| det(DT (r, )| =r

Auis L

T COS ¢ X

Figura 8: Coordenadas polares en R2.
Prop 22 (Coordenadas Cilindricas) Para r > 0,
0 €[0,27) y z € R, consideramos la transformacion:
T(r,0,z) = (rcos(),rsin(f), z)

Entonces
| det(DT(r,0,2)) =7

Figura 9: Coordenadas cilindricas en R3.

Prop 23 (Coordenadas Esféricas) Parar > 0y 6 €
[0,7)y ¢ € [0,27], consideramos la transformacion:

T(r,0,p) = (rsin(f) cos(p), rsin(f) sin(p), r cos())
Entonces
| det(DT(r,0,))| = r?sin()
El dngulo ¢ € [0,27] se denomina azimutal y el dngulo
0 € [0, 7] se denomina colatitud.

Obs. 17 La proposicion anterior estd escrita en término
del convenio internacional, en el convenio estadouni-
dense se intercambia los roles de 6y .

Figura 10: Coordenadas esféricas en R?.



