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Resumen Cálculo en Varias Variables
1. Topologı́a
Def 1 SeaE un espacio vectorial sobre un cuerpoK = R
o C. Una función || · || : E → R se dice que es una norma
sobre E si

1. ∀x ∈ E se tiene ||x|| ≥ 0 y ||x|| = 0 ⇐⇒ x = 0

2. ∀x ∈ E,∀λ ∈ K se tiene ∥λx∥ = |λ|||x||

3. ∀x, y ∈ E, ||x+ y|| ≤ ||x||+ ||y||

Def 2 Dado E un espacio vectorial, decimos que el par
(E, || · ||) es un espacio vectorial normado (e.v.n) para
|| · || una norma sobre E

Obs. 1 Algunas normas sobre Rn son las normas p pa-
ra p > 1 de la forma

||x||p = p
√
|x1|p + · · · |xn|p

Cuando p = ∞ definimos ||x||∞ = máx{|x1|, · · · , |xn|}

Def 3 En un espacio vectorial E sobre R, un producto
interno es una aplicación ⟨·, ·⟩ : E×E → R que satisface

(Bilinealidad) ⟨ax + by, z⟩ = a⟨x, z⟩ + b⟨y, z⟩
⟨x, ay + bz⟩ = a⟨x, y⟩+ b⟨x, z⟩

(Simetrı́a) ∀x, y ∈ E, ⟨x, y⟩ = ⟨y, x⟩

(Positividad) ⟨x, x⟩ > 0 ∀x ∈ E \ {0}.

Obs. 2 En Rn el producto interno usual viene dado por
⟨x, y⟩ =

∑n
i=1 xiyi

Obs. 3 Para E un espacio vectorial con producto in-
terno, se tiene que ||x|| =

√
⟨x, x⟩ es una norma en E.

Prop 1 (Desigualdad de Cauchy-Schwartz) Se
tiene que

∀x, y ∈ Rn, ⟨x, y⟩ ≤ ||x||||y||

Def 4 Si p, q > 1 satisfacen 1
p +

1
q = 1 decimos que p y q

son Hölder conjugados.

Prop 2 (Desigualdad de Young) Si p y q son Hölder
conjugados, entonces se tiene que

∀a, b ∈ R+, ab ≤ ap

p
+
bq

q

Prop 3 (Desigualdad de Hölder) Si p y q son Hölder
conjugados, entonces se tiene que

n∑
i=1

|xiyi| ≤ ||x||p||y||q

Def 5 (Bola abierta y cerrada) Sea (E, || · ||) un
e.v.n, definimos la bola abierta de centro x ∈ E y ra-
dio r como el conjunto

Br(x) = {y ∈ E : ||x− y|| < r}

Definimos la bola cerrada de mismo centro y radio como

Br(x) = {y ∈ E : ||x− y|| ≤ r}

Figura 1: Bola unitaria en (R2, ∥ · ∥p), el caso p = 1/2 es
especial pues no genera espacio vectorial normado ya
que ∥ · ∥1/2 no cumple desigualdad triangular.

Def 6 Sea (E, || · ||) un espacio vectorial normado y
A ⊂ E, decimos que A es abierto si

∀x ∈ A,∃ε > 0 tal que Bε(x) ⊂ A

Def 7 Decimos que A es cerrado si Ac es abierto

Obs. 4 Se puede extender la noción de abierto sobre es-
pacios más generales que un e.v.n. Consideramos un
conjunto X, decimos que τ ⊂ P(E) es una topologı́a si
satisface

X, ∅ ∈ τ

Si (Ai)i∈I ⊆ τ , entonces
⋃

i∈I Ai ∈ τ donde I puede
ser o no finito

Si (Ai)
n
i=1 ⊆ τ , entonces

⋂n
i=1Ai ∈ τ

llamamos a los elementos A ∈ τ abiertos y definimos al
par (X, τ) como espacio topológico.
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Figura 2: Contenciones sobre distintas clases de espa-
cios.

Def 8 Decimos que A ⊂ E es acotado si ∃r > 0 tal que
A ⊂ B(0, r)

Teo 1 Para (E, || · ||) un espacio vectorial normado se
tiene

E y ∅ son abiertos

Si (Ai)i∈I es una familia de abiertos, entonces⋃
i∈I Ai es abierto

Si (Ai)
n
i=1 es una familia finita de abiertos, enton-

ces
⋂n

i=1Ai es abierto

Def 9 Sea (E, ∥ · ∥) un espacio vectorial normado, sea
A ⊆ E. Definimos interior, exterior, frontera y adheren-
cia (o cerradura) de un conjunto.

1. int(A) = {x ∈ E,∃B(x, δ) ⊆ A}

2. adh(A) = {x ∈ E,∀r > 0, B(x, r) ∩A ̸= ∅}

3. Fr(A) = adh(A) \ int(A)

Teo 2 Se tienen las propiedades

1. int(A) es abierto.

2. adh(A) = ext(A)c = int (Ac)
c

3. int(A) ⊆ A

4. A ⊆ adh(A)

5. A ⊆ B =⇒ int(A) ⊆ int(B)

6. A ⊆ B =⇒ adh(A) ⊆ adh(B)

7. int(int(A)) = int(A)

8. adh(A) es cerrado.

9. A es cerrado ⇐⇒ A = adh(A)

10. A es abierto ⇐⇒ A = int(A)

Obs. 5 La adherencia de un conjunto es también el con-
junto cerrado más pequeño en el sentido de la inclusión
que contiene al conjunto, análogamente, el interior de
un conjunto coincide con el conjunto abierto más gran-
de que está contenido en él, esto pues, la unión de abier-
tos es abierto y la intersección de cerrados es cerrado y
entonces se tiene que:

int(A) =
⋃

O⊂A,O es abierto O

Adh(A) =
⋂

A⊂C,C es cerrado C

2. Sucesiones, convergencia y
completitud

Def 10 (Convergencia en un e.v.n) Sea (sn) una su-
cesión en (E, ∥ · ∥), sea ℓ ∈ E. Se dice que (sn) converge
a ℓ ssi:

∀ϵ > 0,∃n0 ∈ N,∀n ≥ n0, ∥sn − ℓ∥ ≤ ϵ

Def 11 (Sucesión de Cauchy) Dado E un e.v.n, una
sucesión (xn)n∈N ⊂ E es de Cauchy si para cada ε > 0
existe n0 tal que

||xn − xm|| < ε ∀n,m ≥ n0

Intuitivamente una sucesión es de Cauchy cuando sus
elementos tienden a acumularse en una región cuyo ta-
maño puede tomarse tan pequeño como uno quiera.

Def 12 Si E es un espacio vectorial normado tal que to-
das las sucesiones de Cauchy convergen, decimos que el
espacio es completo y que E es un espacio de Banach

Prop 4 Toda sucesión convergente es de Cauchy

Prop 5 Toda sucesión de Cauchy es acotada

Def 13 Si H es un espacio vectorial con producto in-
terno tal que ||x|| =

√
⟨x, x⟩ genera una norma que hace

completo a H, decimos que H es un espacio de Hilbert

Obs. 6 Si consideramos el espacio vectorial de dimen-
sión infinita

L2([a, b]) = {f : [a, b] → R :

∫ b

a

|f(x)|2dx <∞}

junto a el producto interno ⟨f, g⟩ =
∫ b

a
f(x)g(x), tenemos

la norma inducida

||f ||2 = (

∫ b

a

f(x)2dx)1/2

tal que (L2([a, b]), ∥ · ∥2) es un espacio de Hilbert

Teo 3 (de Representación de Riesz) Sea H un es-
pacio de Hilbert y sea ψ : H → R una función lineal
continua, entonces existe un único elemento h ∈ H tal
que

ψ(x) = ⟨h, x⟩, ∀x ∈ H

2



Facultad de Ciencias Fı́sicas y Matemáticas Universidad de Chile

Obs. 7 Si denotamos

H∗ := {ψ : H → R|ψ es lineal y continuo}

el espacio dual de H, entonces el teorema anterior im-
plica que si H es Hilbert, entonces

H ∼= H∗

es decir, H y su dual son isométricamente isomorfos

Teo 4 Toda función lineal ψ : Rn → Rm es continua,
más aún, se puede representar por una matriz en Rm×n

Def 14 Decimos que dos normas || · ||1 y || · ||2 son equi-
valentes si ∃C1, C2 > 0 tal que ∀x ∈ E, ||x||1 ≤ C1||x||2 y
||x||2 ≤ C2||x||1

Prop 6 Para dos normas equivalentes ||·||1 y ||·||2, si xn
converge a x en la norma || · ||1, es decir, ||xn − x||1 → 0,
entonces xn converge a x en la norma || · ||2 y viceversa.

Teo 5 En Rn todas las normas son equivalentes

Teo 6 (Completitud de Rn) En Rn toda sucesión de
Cauchy (xn)n converge a un punto x ∈ Rn

Teo 7 Se tiene que Rn es un espacio de Banach, i.e, es
un e.v.n completo.

Teo 8 (Caracterización de los conjuntos cerrados)
Se tiene que A ⊆ E es cerrado si y sólo si toda (sn) ⊆ A
convergente tiene lı́mite en A.

Teo 9 Cualquier conjunto cerrado contiene a su fronte-
ra. Mejor aún, si la frontera de un conjunto está inclui-
da en el conjunto mismo, entonces el conjunto es cerra-
do.

Def 15 Una sucesión en Rn es una secuencia de la for-
ma

(sk)n =

 s1k
...
snk


donde

(
s1k
)
, . . . , (snk ) son sucesiones en R.

Def 16 (Convergencia en Rn) Decimos que la suce-
sión (xk)k∈N ⊆ Rn converge a x ∈ Rn si:

∀ε > 0,∃n0 : ∀n ≥ n0, ||xk − x|| < ε

para || · || alguna norma en Rn y lo denotamos xk → x.

Obs. 8 Equivalentemente, para (xn)n∈N ⊆ Rn se tiene

xn → x ⇐⇒ ||xn − x|| → 0

Prop 7 (Álgebra de sucesiones) Sean (xn)n∈N e
yn)n∈N sucesiones en Rn convergentes a x e y respec-
tivamente, se tienen las siguientes propiedades

xn + λyn → x+ λy ∀λ ∈ R

anxn → ax para (an)n∈N ⊂ R tal que an → a

⟨xn, yn⟩ → ⟨x, y⟩

Prop 8 Sea (xn)n∈N ⊆ Rn y x ∈ Rn. Luego
xn → x ⇐⇒ xik → xi ∀i = 1, · · · , n

Es decir, una sucesión converge si y solo converge por
coordenadas.
Prop 9 Toda subsucesión de una sucesión convergente
converge al mismo lı́mite que la sucesión original
Def 17 (Sucesión acotada) Decimos que la sucesión
(xn)n∈N ⊂ Rn es acotada si ∃K > 0 tal que

∀n ∈ N, ||xn|| ≤ K

Def 18 (Conjunto compacto en Rn) Decimos que
A ⊂ Rn es compacto si es cerrado y acotado
Def 19 (Recubrimiento abierto) Sea (X, τ) espacio
topológico, U ⊂ X y (Oi)i∈I una familia de abiertos, si
U ⊂ ∩i∈IOi, entonces decimos que (Oi)i∈I es un recubri-
miento abierto de U , o bien decimos que es una cubierta
abierta de U .
Def 20 (Conjunto compacto) Sea (X, τ) espacio to-
pológico y K ⊂ X, decimos que K es compacto si para
todo recubrimiento abierto (Oi)i∈I de K, existe un su-
brecubrimiento finito (Oi)

n
i=1 de K, i.e, K ⊂ ∩n

i=1Oi

Figura 3: Conjunto compacto junto a un recubrimiento
abierto y una respectiva subcubierta finita.

Teo 10 (Bolzano-Weierstrass) Toda secuencia (xn)n
definida sobre un compacto K posee una subsecuencia
(xnk

)k convergente y cuyo lı́mite está en K

Teo 11 (Heine-Borel) Si K ⊂ Rn, las siguientes son
equivalentes

(i) K es cerrado y acotado

(ii) K es compacto

(iii) Toda secuencia (xn)n∈N ⊂ K posee una subsecuen-
cia convergente en K

Teo 12 (Riesz) Sea E e.v.n., BE = {x ∈ E : ∥x∥ ≤ 1}
es compacta si y solo si E es de dimension finita.
Teo 13 (Baire) Sea X un espacio métrico completo,
sea (Xn)n∈N ⊆ X una familia de cerrados de interior
vacı́o, entonces:

Int

( ⋃
n∈N

Xn

)
= ∅
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3. Lı́mites y continuidad
Def 21 (Grafo) Sea f : Ω ⊆ Rn → Rm una función,
definimos su grafo como el conjunto

Gr(f) :=
{
(x, f(x)) : x ∈ D

}
⊆ Rn+m

Def 22 (Conjunto de nivel) Sea f : Ω ⊆ Rn → Rm

una función y α ∈ R. Definimos el conjunto de nivel α
de f como el conjunto

Nα(f) :=
{
x ∈ Ω : f(x) = α

}
Obs. 9 Si además f es continua, entonces Nα(f) es ce-
rrado ∀α ∈ R

Def 23 (Lı́mite de funciones) Sea f : Ω ⊆ Rn → Rm

una función, x̄ ∈ Adh(Ω) y L ∈ Rm. Decimos que
f(x) tiende a L cuando x tiende a x̄, denotado como
ĺımx→x̄ f(x) = L si

∀ε > 0,∃δ > 0 : ||x− x̄|| < δ =⇒ ||f(x)− L|| < ε

Prop 10 Sea f : Ω ⊆ Rn → Rm una función, x̄ ∈
Adh(Ω) y L ∈ Rm. Entonces ĺımx→x̄ f(x) = L equivale
a que

∀(xn)n∈N ⊆ Ω : x→ x̄, f(xn) → L

Prop 11 (Álgebra de lı́mites) Sean f, g : Ω ⊆ Rn →
Rm, entonces

1. ĺım
x→x̄

f(x) + g(x) = ĺım
x→x̄

f(x) + ĺım
x→x̄

g(x)

2. ĺım
x→x̄

λf(x) = λ ĺım
x→x̄

f(x) ∀λ ∈ R

En el caso en que f, g : Ω ⊆ Rn → R, se tiene además

3. ĺım
x→x̄

f(x)g(x) = ĺım
x→x̄

f(x) ĺım
x→x̄

g(x)

4. ĺım
x→x̄

f(x)

g(x)
=

ĺımx→x̄ f(x)

ĺımx→x̄ g(x)

Def 24 (Continuidad) Sea f : Ω ⊆ Rn → Rm una
función, x̄ ∈ Adh(Ω), decimos que f es continua en x̄ si

∀ε > 0,∃δ > 0 : ||x− x̄|| < δ =⇒ ||f(x)− f(x̄)|| < ε

Prop 12 Se tiene que f : Ω ⊆ Rn → Rm es continua en
x̄ es equivalente a que

∀(xn)n∈N ⊆ Ω : xn → x̄, f(xn) → f(x̄)

Teo 14 Se tiene que f : Ω ⊆ Rn → Rm es continua en x̄
si cada una de las funciones (fi)

m
i=1 que define por coor-

denadas son continuas en x̄

Teo 15 (Composición de funciones continuas) Si
f : Ω ⊆ Rn → Rm y g : D ⊆ Rm → Rp funciones con-
tinuas en x ∈ Ω y f(x) ∈ f(Ω) ⊆ D, entonces g ◦ f es
continua en x ∈ Ω

Teo 16 (Caracterización global de la continuidad)
Se tiene que f : Ω ⊆ Rn → Rm es continua en Ω si y solo
sı́ la preimagen de todo abierto A ⊆ Rm es abierto en
Rn, es decir,

f−1(A) es abierto en Rn, ∀A ⊆ Rm abierto

Obs. 10 También se tiene la equivalencia para f conti-
nua con que f−1(C) es cerrado en Rn para todo C cerra-
do en Rm.

Obs. 11 El teorema anterior sigue siendo cierto en el
caso general de los espacios topológicos respecto a la
continuidad de una función.

Prop 13 (Algebra de funciones continuas) Si f, g
son funciones continuas, entonces f + g es continua y
λf es continuas ∀λ ∈ R

Teo 17 Sea K ⊂ Rn compacto y f : K → Rm una fun-
ción continua, entonces f(K) ⊆ Rm es compacto.

Teo 18 (Weierstrass) Toda función continua f defini-
da sobre un compacto K de Rn alcanza su mı́nimo y
máximo en K

4. Diferenciabilidad en Rn

Def 25 (Diferenciabilidad) Sea f : U ⊆ Rn → Rm

una función y U abierto. Decimos que f es diferenciable
en x si existe A ∈ Rm×n tal que:

ĺım
h→0

∥f(x+ h)− f(x)−Ah∥
||h||

= 0

Denotamos a dicha matriz por Df(x) o f ′(x) y decimos
que es la derivada de f en x y diremos que f es diferen-
ciable si lo es en cada punto de U .

Prop 14 Se tiene que f : U ⊆ Rn → Rm es diferen-
ciable en x ∈ U abierto si y solo si existe A ∈ Rm×n, que
denotamosDf(x) o f ′(x), que hace cumplir la igualdad:

f(x+ h) = f(x) +Df(x)h+ o(h)

donde o : Rn → Rm es tal que

ĺım
h→0

||o(h)||
||h||

= 0

Def 26 (Diferencial) Si f es diferenciable sobre todo
U ⊆ Rn abierto, definimos el diferencial de f como la
aplicación

Df : U ⊆ Rn → Rm×n

x→ Df(x)

Si el diferencial de f es continuo en su dominio,
es decir, Df ∈ C(U,Rm×n), entonces decimos que
f ∈ C1(Rn,Rm)
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Obs. 12 Decimos queDf ∈ C(U,Rm×n) si para toda se-
cuencia xn → x en U se tiene que Df(xn) → Df(x) en
Rm×n, es decir,

||xn − x||Rn → 0

implica que

||Df(xn)−Df(x)||Rm×n → 0

donde la norma || · ||Rm×n se define para una matriz
A ∈ Rm×n como

||A||Rm×n = (

m∑
i=1

n∑
j=1

A2
ij)

1/2

Figura 4: El diferencial.

Prop 15 (Unicidad) Si f : U ⊆ Rn → Rm es diferen-
ciable en x ∈ U abierto, entonces la derivada de Df(x)
es única.

Teo 19 Sea f : U ⊆ Rn → Rm función y x ∈ U abier-
to. Se tiene que si f es diferenciable en x, entonces f es
continua en x.

Prop 16 Sea f : Rn → R definida por f(x) = xTAx +
bTx + c para A ∈ Rn×n, b ∈ Rn, c ∈ R, entonces la deri-
vada de f en x está dada por

Df(x) = xT (A+AT ) + bT

Prop 17 (Álgebra de Derivadas) Sean f, g : U ⊆
Rn → Rm y x ∈ U abierto tal que f y g son diferenciables
en x. Se tiene que:

∀λ ∈ R, D(f + λg)(x) = Df(x) + λDg(x)

Si m = 1, D(fg)(x) = g(x)Df(x) + f(x)Dg(x)

Si f y g son diferenciables en U , entonces ∀λ ∈ R,
D(f + λg) = Df + λDg

Teo 20 (Regla de la Cadena) Sea f : U ⊆ Rn →
Rm, g : V ⊆ Rm → Rp donde U, V son abiertos y x ∈ U
con f(U) ⊆ V y f(x) ∈ V . Supongamos f es diferencia-
ble en x y g es diferenciable en f(x). Entonces se tiene
que:

D(g ◦ f)(x) = Dg(f(x))Df(x)

5. Derivadas Parciales y Regla
de la Cadena

Def 27 (Derivada Direccional) Sea f : U ⊆ Rn →
Rm función, x ∈ U abierto y v ∈ Rn. Decimos que f es
derivable en x en la dirección v si existe el lı́mite:

ĺım
t→0

f(x+ tv)− f(x)

t

En tal caso denotamos dicho lı́mite por Df(x; v)

Def 28 (Derivada Parcial) Sea f : U ⊆ Rn → Rm

función, x ∈ U abierto y ei ∈ (ej)j∈{1,··· ,n} vector de la
base canónica. Decimos que f es derivable en x con res-
pecto a xi si existe el lı́mite:

ĺım
t→0

f (x+ tei)− f(x)

t

De existir, denotamos

∂f

∂xi
(x) = ĺım

t→0

f (x+ tei)− f(x)

t

Teo 21 Sea f : U ⊆ Rn → Rm función y x ∈ U abierto.
Luego, si f es diferenciable en x, entonces la derivada
direccional de f en x está bien definida para toda direc-
ción v ∈ Rn y se tiene que:

∀v ∈ Rn, Df(x)v = Df(x; v)

Def 29 (Gradiente) Sea f : U ⊂ Rn → R diferencia-
ble en x ∈ U abierto. Definimos el gradiente de f en x,
denotado ∇f(x) como el vector de Rn compuesto por las
derivadas parciales de f en x, i.e,

∇f(x) = Df(x)T = (
∂f

∂x1
(x) · · · ∂f

∂xn
(x))T

Notar que con esta definición podemos escribir
Df(x)h = ⟨∇f(x), h⟩

Teo 22 Sea f : U ⊆ Rn → Rm una función diferencia-
ble en x ∈ U abierto. Entonces necesariamente Df(x) es
la matriz conformada por las derivadas parciales, esto
es,

(Df(x))ij =
∂fi
∂xj

(x)

para i ∈ {1, · · · ,m}, j ∈ {1, · · · , n}
Explı́citamente,

Df(x) =


∂f1
∂x1

∂f1
∂x2

· · · ∂f1
∂xn

∂f2
∂x1

∂f2
∂x2

· · · ∂f2
∂xn...

... . . . ...
∂fm
∂x1

∂fm
∂x2

· · · ∂fm
∂xn


De igual manera podemos escribir

Df(x) =

∇f1(x)
T

...
∇fm(x)T

 =

Df1(x)...
Dfm(x)


5
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Teo 23 Sea f : U ⊆ Rn → Rm función y x ∈ U abierto.
Supongamos que las derivadas parciales

∂fi
∂xj

(x), i ∈ {1, · · · ,m}, j ∈ {1, · · · , n}

existen y son continuas en x ∈ U , entonces f es diferen-
ciable en x.

Corolario 1 (Regla de la Cadena) Sea f : U ⊆
Rn → Rm, g : V ⊆ Rm → Rp donde U, V son abiertos
y x ∈ U con f(U) ⊆ V y f(x) ∈ V . Supongamos f es di-
ferenciable en x, g es diferenciable en f(x) y denotamos
F : U ⊂ Rn → Rp a la función F = g ◦ f . Entonces se
tiene que:

∂Fi

∂xj
(x) =

m∑
k=1

∂gi
∂yk

(f(x))
∂fk
∂xj

(x)

para todo i ∈ {1, · · · , p} y j ∈ {1, · · · , n}

Obs. 13 El corolario anterior es directo de usar

(DF (x))ij =
∂Fi

∂xj
(x)

y la regla de la cadena mediante

(D(g ◦ f)(x))ij = (Dg(f(x))Df(x))ij

=

m∑
k=1

∂gi
∂yk

(f(x))
∂fk
∂xj

(x)

Corolario 2 Sea f : U ⊂ Rn → R y γ : I ⊂ R → U ⊂
Rn, entonces para Ψ : I → R dado por Ψ = f ◦ γ se tiene
que

dΨ

dt
(t) =

d(f ◦ γ)
dt

(t) = ⟨∇f(γ(t)), γ′(t)⟩

donde γ′(t) = (γ′1(t) · · · γ′n(t))T

6. Teorema del Valor Medio, Gra-
dientes y Planos Tangentes

Teo 24 Si ∇f(x0) ̸= 0, entonces el vector unitario v0 =
∇f(x0

∥∇f(x0)∥ representa la dirección de máximo crecimiento
de f en el punto x0

Teo 25 El gradiente ∇f(x) es siempre ortogonal (o nor-
mal) a la curva de nivel que pasa por x

Def 30 (Hiperplano) En Rn un hiperplano es el con-
junto de puntos x ∈ Rn tales que dado un punto base
x0 ∈ Rn, el vector que une x0 y x es ortogonal a otro vec-
tor “normal” N ̸= 0 ∈ Rn, fijo y previamente dado. En
otras palabras, el conjunto de puntos x ∈ Rn tales que

⟨N, x− x0⟩ = 0

Def 31 (Hipersuperficie) Sea f : U ⊆ Rn → R de
clase C1 en U abierto. Una hipersuperficie suave en Rn,
definida por f (denotada S(f) ), es el conjunto de puntos
(no vacı́o) x ∈ Rn, soluciones de la ecuación

f (x1, x2, . . . , xd) = 0, x = (x1, . . . , xd) ,

y donde además se satisface ∇f(x) ̸= 0 en tales puntos.
En otra palabras, S(f) := {x ∈ U : f(x) =

0,∇f(x) ̸= 0}

Obs. 14 La noción de hipersuperficie es muy similar a
la noción de conjunto de nivel cero para f que denota-
mos N0(f) con la sola diferencia de que ahora pedimos
f de clase C1. En otras palabras, una hipersuperficie
es un subconjunto particular del conjunto de nivel cero
para f

Def 32 (Hiperplano tangente) Sea S una hipersu-
perficie suave determinada por una función f : A ⊂
Rn → R de clase C1. Sea también x0 ∈ S. Definimos
el hiperplano tangente a S en x0 como el conjunto de
puntos x ∈ Rn tales que

⟨∇f(x0), x− x0⟩ = 0

Obs. 15 Lo anterior dice que para f diferenciable en
x0, su gradiente es siempre ortogonal a la hipersuperfi-
cie definida por f

Figura 5: Plano tangente π sobre la hipersuperficie que
define F en un junto al gradiente en un punto.

Teo 26 Si f : U ⊂ Rn → R es diferenciable, entonces
el hiperplano en Rn+1 centrado en (x0, f(x0)) ∈ Rn+1 de
ecuación

y = f(x0) +∇f(x0)(x− x0)

es tangente al grafo de f en (x0, f(x0)). Más aún, el vec-
tor [

∇f(x0)
−1

]
es perpendicular (o normal) a este hiperplano y al grafo
de f

Def 33 (Conjunto convexo) Sea E un espacio vecto-
rial, diremos que C ⊂ E es convexo si para cualquier
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par de puntos x, y ∈ C, el segmento que une x e y, deno-
tado por [x, y] y definido por

[x, y] := {z ∈ E : z = λx+ (1− λ)y, λ ∈ [0, 1]}

está contenido en C.

Figura 6: Conjunto convexo y no convexo en R2.

Def 34 (Cono) Sea E un espacio vectorial, diremos
que C ⊂ E es un cono si ∀x ∈ C y ∀λ > 0 se tiene que
λx ∈ C

Teo 27 (Teorema del Valor Medio) Sea f : U ⊂
Rn → R diferenciable en U abierto y convexo. Entonces,
para cualquier par de puntos x, y ∈ U , existe λ ∈ [0, 1]
tal que

f(x)− f(y) = ⟨∇f(z), x− y⟩

donde z = λx+ (1− λ)y, es decir z ∈ [x, y]

7. Teorema de la Función In-
versa/Implı́cita y Derivadas de
Orden Superior

Teo 28 (Teorema de la Función Inversa) Sea f :
Ω ⊂ Rn → Rn una función de clase C1 en Ω. Suponga-
mos que para algún x0 ∈ Ω, la derivada Df(x0) ∈ Rn×n

es invertible (i.e, det(Df(x0)) ̸= 0). Entonces existen
abiertos U, V con x0 ∈ U ⊂ Ω e y0 := f(x0) ∈ V ,
tales que f |U : U → V es un difeomorfismo de clase
C1, esto es, una biyección tal que f |−1

U es de clase C1.
Además, por ser (f |U )−1 : V → U continua y diferen-
ciable en todo punto de V , se tiene D(f |U )−1(f |U (x0)) =
(D(f |U )(x0))−1

Teo 29 (Teorema de la Función Implı́cita) Sea f :
Ω ⊂ Rm+n → Rn una función de clase C1 y
(x0, y0) ∈ Ω tal que f(x0, y0) = 0. Sea Df(x0, y0) =
[Dxf(x0, y0), Dyf(x0, y0)] la derivada de f en (x0, y0),
supongamos que Dyf(x0, y0) es invertible. Entonces
existen abiertos U,W con (x0, y0) ∈ U ⊂ Rm+n y x0 ∈W
tales que para cada x ∈ W existe un único y tal que
(x, y) ∈ U y f(x, y) = 0, lo que define una función
g : W → Rn de clase C1, en particular y0 = g(x0), de
manera que

f(x, g(x)) = 0,∀x ∈W

además

Dg(x) = −Dyf(x, g(x))
−1Dxf(x, g(x))

Def 35 (Matriz Hessiana) Sea f : U ⊆ Rn → R fun-
ción de clase C2(U). Llamamos matriz Hessiana de f
en x a la matriz D(∇f)(x)T , que denotamos:

D2f(x) :=


∂2f
∂x2

1
(x) · · · ∂2f

∂x1∂xn
(x)

... . . . ...
∂2f

∂xn∂x1
(x) . . . ∂2f

∂x2
n
(x)


otras formas comunes para denotar la matriz Hessiana
son Hf(x) o bien f ′′(x).

Prop 18 Para f : U ⊆ Rn → R función de clase C2(U)
y x̄ ∈ U,D2f(x̄) es simétrica, y por lo tanto sus valores
propios son reales.

Teo 30 (Taylor) Sea f : A ⊆ Rn → R de clase Ck+1 en
A, k ≥ 1, con A abierto. Sean también x0 ∈ A y h ∈ Rn

tal que x0 + th ∈ A, para todo t ∈ [0, 1]. Entonces, la
siguiente expansión de f es válida:

f (x0 + h) = Pk (x0, h) +Rk+1 (x0, h) (1)

Pk (x0, h) :=

k∑
ℓ=0

Tℓ (x0, h)

donde Tℓ (x0, h) es el monomio de Taylor de orden ℓ, da-
do por la expresión

Tℓ (x0, h) :=
1

ℓ!

n∑
i1=1

· · ·
n∑

iℓ=1

∂ℓf

∂xi1 · · · ∂xiℓ

(x0)hi1 · · ·hiℓ ,

para 1 ≤ ℓ ≤ k, y Rk+1 (x0, h) es el resto de orden k+1
de la expansión (1), dado por

Rk+1 (x0, h) :=

1

(k + 1)!

n∑
i1=1

· · ·
n∑

ik+1=1

∂k+1f

∂xi1 · · · ∂xik+1

(x0 + sh)hi1 · · ·hik+1

para cierto s ∈ [0, 1].

Corolario 3 Supongamos que f : A ⊆ Rn → R es una
función de claseC2 enA, y sean x0 ∈ A, h ∈ Rn pequeño.
Entonces, el polinomio de Taylor de orden dos para f en
torno a x0, denotado P2(x0, h) viene dado, explı́citamen-
te, por la expresión

f (x0) +∇f (x0)h+
1

2

n∑
i,j=1

∂2f

∂xi∂xj
(x0)hihj ,

Equivalentemente, se puede escribir

f (x0 + h) = f (x0) +∇f (x0)h+
1

2
hTD2f(x0)h

o bien, escogiendo h = x− x0 tenemos f(x) ≈

f (x0) +∇f (x0) (x− x0) +
1

2
(x− x0)

TD2f(x0)(x− x0)

para x cerca de x0.
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8. Optimización
Def 36 (Punto extremo) Sea f : U ⊆ Rn → R y sea
x̄ ∈ U . Decimos que x̄ es:

(i) Mı́nimo local si ∃ε > 0 : f(x̄) ≤ f(x) ∀x ∈
U ∩B(x̄, ε)

(ii) Máximo local si ∃ε > 0 : f(x̄) ≥ f(x) ∀x ∈
U ∩B(x̄, ε)

(iii) Mı́nimo global si f(x̄) ≤ f(x) ∀x ∈ U

(iv) Máximo global si f(x̄) ≥ f(x) ∀x ∈ U

Si se cumple alguna de las definiciones anteriores, de-
cimos que x̄ es punto extremo.

Teo 31 (Fermat) Sea f : U ⊆ Rn → R y sea x̄ ∈ U
punto extremo de f . Si f es diferenciable en x̄, entonces
∇f(x̄) = 0

Def 37 Sea f : U ⊆ Rn → R y sea x̄ ∈ U . Decimos que
x̄ es punto crı́tico si f es diferenciable en x̄ y ∇f(x̄) = 0

Teo 32 (Condición Necesaria) Sea f : U ⊆ Rn → R
función de clase C2(U) y x̄ ∈ U . Se tiene que:

(i) x̄ es mı́n. local =⇒ Hf(x̄) es semidef. positiva.

(ii) x̄ es máx. local =⇒ Hf(x̄) es semidef. negativa.

Teo 33 (Condición Suficiente) Sea f : U ⊆ Rn → R
función de clase C2(U) y x̄ ∈ U punto crı́tico de f . Se
tiene que:

(i) Hf(x̄) es def. positiva =⇒ x̄ es mı́n. local.

(ii) Hf(x̄) es def. negativa =⇒ x̄ es máx. local.

Teo 34 Sea f : U ⊆ Rn → R función de clase C2(U)
y x̄ ∈ U punto crı́tico de f . Si {λi}ni=1 son los valores
propios de Hf(x̄), se tiene que:

(i) ∀i ∈ [n], λi > 0 =⇒ x̄ es mı́n. local.

(ii) ∀i ∈ [n], λi < 0 =⇒ x̄ es máx. local.

(iii) ∃j, k ∈ [n] : λjλk < 0 =⇒ x̄ es punto silla.

Teo 35 (Teorema de Multiplicadores de Lagrange)
Sea f : Rn → R y g : Rn → Rm funciones de cla-
se C1. Sea S el conjunto de restricciones definidas
por g como S := {x ∈ Rn : g(x) = 0}. Supongamos
que x∗ es mı́nimo o máximo local para f en S y que
{g1(x0), · · · , gm(x0)} son l.i, entonces existe λ∗ ∈ Rm tal
que Dxf(x

∗) = (λ∗)TDg(x∗)

Obs. 16 Definamos el Lagrangeano L(x, λ) = f(x) +
λ · g(x), bajo las hipótesis anteriores, se puede escri-
bir equivalentemente con (x∗, λ∗) ∈ Rn × Rm tal que
Dx,λL(x∗, λ∗) = 0

9. Integración en Rn

Def 38 (Rectángulo en Rn) Dados n intervalos
reales acotados I1, I2, · · · , In, definimos el rectángulo
R en Rn, de lados I1, I2, · · · , In como el conjunto

R := I1 × I2 · · · × In

El volumen de R se define como

vol(R) := ℓ(I1) · ℓ(I2) · · · ℓ(In)

donde ℓ(Ik) es el largo del intervalo Ik
Def 39 (Partición de un conjunto en Rn) SeaR un
rectángulo cerrado de la forma R = I1 × I2 × · · · × In,
y sean P1,P2, . . . ,Pn particiones de cada uno de los in-
tervalos I1, I2, . . . , In, respectivamente. Una partición P
de R es el conjunto

P = P1×P2×· · ·×Pd := {x = (x1, x2, . . . , xn) ∈ R : xi ∈ Pi} .

Def 40 (Suma inferior y superior) Sea f : R ⊆
Rn → R una función acotada sobre un rectángulo ce-
rrado R, esto es, |f | ≤ C para todo x ∈ R. Dada una
partición P que genera subrectángulos abiertos y dis-
juntos {R1,R2, . . . ,RN}, definimos su correspondiente
suma inferior (de f para P ), denotada L(f,P), y su su-
ma superior (de f para P ), denotada por U(f,P), como
las cantidades

L(f,P) :=

N∑
j=1

mj vol (Rj) ,mj := ı́nf
x∈Rj

f(x);

U(f,P) :=

N∑
j=1

Mj vol (Rj) ,Mj := sup
x∈Rj

f(x).

Def 41 (Refinamiento) Sea P una partición de R un
rectángulo. Decimos que P ′ es un refinamiento de P si
P ⊂ P ′.

Prop 19 Sea f : R ⊆ Rn → R una función acotada so-
bre R rectángulo cerrado, y sean P,P ′ particiones de R.
Entonces las siguientes propiedades se satisfacen:

(1) Si P ′ es un refinamiento de P, entonces

L(f,P) ≤ L (f,P ′) y U (f,P ′) ≤ U(f,P).

(2) Si ahora P y P ′ son particiones arbitrarias del
mismo rectángulo R, entonces

L(f,P) ≤ U (f,P ′)

(3) Las cantidades

L
∫
R
f := sup{L(f, P̃) : P̃ partición de R},

U
∫
R
f := ı́nf{U(f, P̃) : P̃ partición de R}

están bien definidas y se tiene al desigualdad

L
∫
R
f ≤ U

∫
R
f.

8
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Def 42 (Función integrable) Diremos que f es inte-
grable sobre R si

L
∫
R
f = U

∫
R
f

En tal caso, la integral de f sobre R, denotada sim-
plemente por

∫
R f , o bien

∫
R f(x)dx, corresponderá a

cualquiera de estos valores.
Def 43 (Conjunto de medida cero) Un conjunto A
en Rn se dirá de medida cero si para cualquier ε > 0, es
posible encontrar una colección de rectángulos cerrados
(Rj)j∈N en Rn, para los cuales

A ⊆
∞⋃
j=1

Rj , y
∑
j≥1

vol (Rj) < ε

Prop 20 Sea f : Ω ⊂ Rn → R continua con A cerrrado,
acotado y cuya frontera ∂Ω tiene medida cero. Entonces
f es integrable en Ω

Teo 36 (Condición de integrabilidad) Sea f : Ω ⊂
Rn → R una función escalar acotada. Entonces f es
Riemann-integrable en Ω sı́ y sólamente sı́ el conjunto
de discontinuidades de f y la frontera de Ω tienen me-
dida cero. En particular, toda función continua en Ω es
integrable.
Teo 37 (Teorema de Fubini) Sea R1 ⊆ Rn y R2 ⊆
Rp dos rectángulos cerrados y sea f : R1 ×R2 una fun-
ción continua. Entonces se tienen las igualdades∫

R1×R2

f =

∫
R1

(

∫
R2

f(x, y)dy)dx =

∫
R2

(

∫
R1

f(x, y)dx)dy

Teo 38 (Teorema del Cambio de Variables) Sea
U ⊆ Rn un conjunto abierto y acotado. Sea T : U → Rn

una función de clase C1 en U e inyectiva sobre U . Si
f : T (U) → R es integrable sobre T (U), entonces∫

T (U)

f(y)dy =

∫
U

(f ◦ T )(x)|detDT (x)|dx

Figura 7: Interpretación de un cambio de variable en
R2.

Prop 21 (Coordenadas Polares) Para r ≥ 0 y φ ∈
[0, 2π) consideramos la transformación:

T (r, φ) = (r cos(φ), r sin(φ))

Entonces
|det(DT (r, φ))| = r

Figura 8: Coordenadas polares en R2.

Prop 22 (Coordenadas Cilı́ndricas) Para r ≥ 0,
θ ∈ [0, 2π) y z ∈ R, consideramos la transformación:

T (r, θ, z) = (r cos(θ), r sin(θ), z)

Entonces
|det(DT (r, θ, z))| = r

Figura 9: Coordenadas cilı́ndricas en R3.

Prop 23 (Coordenadas Esféricas) Para r ≥ 0 y θ ∈
[0, π) y φ ∈ [0, 2π], consideramos la transformación:

T (r, θ, φ) = (r sin(θ) cos(φ), r sin(θ) sin(φ), r cos(θ))

Entonces
|det(DT (r, θ, φ))| = r2 sin(θ)

El ángulo φ ∈ [0, 2π] se denomina azimutal y el ángulo
θ ∈ [0, π] se denomina colatitud.
Obs. 17 La proposición anterior está escrita en término
del convenio internacional, en el convenio estadouni-
dense se intercambia los roles de θ y φ.

Figura 10: Coordenadas esféricas en R3.
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