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[Optimizacién irrestricta] Considere la funcién definida por f(z,y) = 323 +y?—92—6y+1
(i) Encuentre los puntos criticos de f(z,y).
(ii) Determine la naturaleza de dichos puntos estudiando la matriz Hessiana de f.

[Optimizacion con restricciones] Resuelva el problema de optimizaciéon

(P) min z+43y—2z
z,Y,z ) (1)
st [[(z,y,2)[z2=1

[Integracién] Considere el dominio D := {(z,y) € R? : 2 > 0,y > 0,2 +y < 1}. Calcule la
integral

/D fz,y)dA

donde f(z,y) = x2 + 3>.
[Teorema de Fubini] Calcule las integrales

1ol 2
(a) / / / emddmdydz, (b) / arctan(mz) — arctan(z)dx
0 z Yy 0

Hint: Recuerde para (b) que arctan(z) = f Zfﬁdz-

[Teorema del Cambio de Variable] Demuestre que
/ e dg = Nz (2)

Ind: Considere I la integral descrita en (2) y estudie el valor de 2, puede ser ttil usar coordenadas
polares.

[Propuesto] Utilizando coordenadas polares, calcular las integrales:
(@) [,sin (2% +y?)dady, D = {(z,y) € R%2? + 3> < 1}
M) [, |z +yldzdy, D = {(z,y) € R%;2? +y* < 1}

© [, (m2+y2)73dxdy,D: {(z,y) eR*|1<a?+y?<4,0<y <z}
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Definicion 1 (Matriz Hessiana) Sea f : U C
R™ — R funcién de clase C*(U). Llamamos ma-
triz Hessiana de f en x a la matriz D(V f)(z)7,
que denotamos:

8?2 9?2
073:%?(11) T 8z18frn (x>
D*f(x) = . :
o 2
az,,,g:cl (I) T ng (I)

otras formas comunes para denotar la matriz
Hessiana son H f(x) o bien f"(z).

Proposiciéon 1 Para f : U C R™ — R funcion
de clase C*(U)y & € U, D?f(%) es simétrica, y
por lo tanto sus valores propios son reales.

Definicion 2 (Punto extremo) Sea f : U C

R™ — Ry sea x € U. Decimos que T es:

(i) Minimo local si 3¢ > 0 : f(z) <
Ve € UN B(Z,¢)

(it) Maximo local si 3 > 0 : f(z) > f(x)
Ve € UN B(Z,¢)

(iii) Minimo global si f(z) < f(x) Ve eU
(iv) Maximo global si f(z) > f(z) Ve eU

Si se cumple alguna de las definiciones anterio-
res, decimos que T es punto extremo.

A
=
=

Teorema 1 (Fermat) Sea f : U C R® — Ry
sea T € U punto extremo de f. Si f es diferen-
ciable en z, entonces V f(z) =0

Definicion 3 Sea f: U CR® > Ryseaz € U.
Decimos que T es punto critico si | es diferen-
ciableenzy Vf(z) =0

Teorema 2 (Condicién Necesaria) Sea f : U C
R™ — R funcién de clase C*(U)y & € U. Se tiene
que:

(i) T es min. local — H f() es semidef. po-
sitiva.

(i) x es max. local —> H f(Z) es semidef. ne-
gativa.

Teorema 3 (Condicién Suficiente) Sea f : U C
R"™ — R funcioén de clase C*(U) y € U punto
critico de f. Se tiene que:

Resumen

(i) Hf(z)es def. positiva —> T es min. local.

(i) H f(z) es def. negativa —> & es max. local.

Teorema 4 (Teorema de Multiplicadores de
Lagrange) Sea f : R" - Ry g : R*" —
R™ funciones de clase C'. Sea S el conjun-
to de restricciones definidas por g como S :=
{z € R™ : g(z) = 0}. Supongamos que z*
es minimo o mdximo local para f en S y que
{g1(z0), -+, gm(x0)} son Li, entonces existe \* €
R™ tal que D, f(x*) = \*T Dg(z*)

Observacion Definamos el Lagrangeano
L(x,\) = f(x)+ X g(z), bajo las hipétesis ante-
riores, se puede escribir equivalentemente con
(x*,A*) € R" x R™ tal que D, yL(z*,\*) =0

Teorema 5 (Condicién de integrabilidad) Sea
f R Cc R" - R una funcién escalar acota-
da, con R un rectangulo en R"™. Entonces f es
Riemann-integrable en R si y sélamente si el
conjunto de discontinuidades de | tiene medi-
da cero. En particular, toda funcion continua
en R es integrable.

Teorema 6 (Teorema de Fubini) Sea R; C R"
y Ra C RP dos rectangulos cerrados y sea f :
R1 X Ry una funcién continua. Entonces se tie-
nen las igualdades

Teorema 7 (Teorema del Cambio de Variables)
Sea U C R" un conjunto abierto y acotado. Sea
T :U — R"™ una funcién de clase C' en U e in-
yectiva sobre U. Si f : T(U) — R es integrable
sobre T(U), entonces

/ fly)dy = / (f o T)(x)| det DT (x)|dx
T(U) U

Proposiciéon 2 (Coordenadas polares) Para
p>0y0¢€0,2m)y ¢ € [0,7], consideramos:
6 € [0,27), consideramos:

T(p,0) = (pcos(8), psen(f))

Entonces
|det(DT(p,0)) =p
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