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[Planos Tangentes] Considere la superficie S en R* dada por:
(t+2%)cos(z® +y?) =2 (D
Encuentre el plano tangente en el punto (0,0, 1,1).

[Teorema de Taylor] Considere f : R> — R definida por

2 2
flay)=e" 7"
Calcule el polinomio de Taylor de segundo orden para f centrado en el origen (0, 0).

[Optimizacion con restricciones] Resuelva el problema de optimizacién no lineal con
restricciones
(P) min 2% —¢?
nYE (2)
st. 2?2 4+2y2+322=1

[Integraciéon] Calcule las siguientes integrales multiples

ERN " sin(y)
/ / xsin(y) — ye*dxdy / / x — y) sin( dxdy (c)
0 J-1

[Teorema del Cambio de Variable] Considere f : R? — R definida por f(xz,y) = —2t¥

1‘2+y2
junto a la region R := {(z,y) € R? |z +y > R, 22 + y* < R?} donde R > 0. Calcule la integral

/R f(z,y)dA

[Aplicaciones: Calculo de Masas] Considere un cuerpo de masa M definido por la regién

R :={(z,y) e R? | 2z < 2? +3° < 42}
y considere la funcién de densidad de masa

Yy
2 + 92

p(l’, y) =

Encuentre la masa M del cuerpo que viene dada por la integral

u— | /R p(w,y)dA
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Definicion 1 (Hipersuperficie tangente) Sea
S una hipersuperficie suave determinada por
una funcion f : A ¢ R* — R de clase C'.
Sea también xy € S. Definimos el hiperplano
tangente a S en xy como el conjunto de puntos
x € R™ tales que

(Vf(xg),x —x0) =0

Corolario 1 Supongamos que f : A CR" - R
es una funcién de clase C? en A, y sean xy €
A, h € R™ pequerio. Entonces, el polinomio de
Taylor de orden dos para f en torno a xq, deno-
tado Py(xo,h) viene dado, explicitamente, por
la expresion

oL " 9% f
f(zo) + Vf(zo) h+ 51‘ . G,

(z0) hihy,

Equivalentemente, se puede escribir
1
f(wo+h) = f (w0) + V[ (w0)" h+ ShTHf(zo)h
o bien, escogiendo h = © — x( tenemos f(x) ~

F o) 49 £ (o) (w—0) 5 (o~ 20) HF (w0) (2 ~0)
para x cerca de xy.

Definicion 2 Sea f : U CR" - Rysea T € U.
Decimos que T es punto critico si f es diferen-
ciableenzy Vf(z) =0

Teorema 1 (Condicion Necesaria) Sea f: U C
R™ — R funcién de clase C*(U)y z € U. Se tiene
que:

(i) T es min. local — H f() es semidef. po-
sitiva.

(i) x es max. local —> H f(Z) es semidef. ne-
gativa.

Teorema 2 (Condicién Suficiente) Sea f: U C
R" — R funcioén de clase C*(U) y z € U punto
critico de f. Se tiene que:

(1) Hf(z)es def. positiva —> & es min. local.

(ii) Hf(%)es def. negativa =—> T es mdx. local.

Resumen

Teorema 3 (Teorema de Multiplicadores de
Lagrange) Sea f : R — Ry g : R* —
R™ funciones de clase C'. Sea S el conjun-
to de restricciones definidas por g como S :=
{z € R™ : g(x) = 0}. Supongamos que z*
es minimo o mdximo local para f en S y que
{g1(x0), -+ , gm(x0)} son L.i, entonces existe \* €
R™ tal que D, f(z*) = M*T Dg(z*)

Observacion Definamos el Lagrangeano
L(xz,\) = f(x)+ X g(z), bajo las hipétesis ante-
riores, se puede escribir equivalentemente con
(z*,A*) € R" x R™ tal que D, yL(z*,\*) =0

Teorema 4 (Condicién de integrabilidad) Sea
f R Cc R - R una funcion escalar acota-
da, con R un rectangulo en R™. Entonces f es
Riemann-integrable en R si y sélamente si el
conjunto de discontinuidades de [ tiene medi-
da cero. En particular, toda funcién continua
en R es integrable.

Teorema 5 (Teorema de Fubini) Sea R; C R"
y Ro C RP dos rectangulos cerrados y sea f :
R1 X Ro una funcién continua. Entonces se tie-
nen las igualdades

/lezf: Rl(/RQ f(”:’y)dy)dl“:/%(/ﬁl f(z,y)dz)d

Teorema 6 (Teorema del Cambio de Variables)
Sea U C R"™ un conjunto abierto y acotado. Sea
T : U — R" una funcién de clase C' en U e in-
yectiva sobre U. Si f : T(U) — R es integrable
sobre T(U), entonces

fly)dy = /U (f o T)()| det DT (x)|dx

()

Proposicion 1 (Coordenadas polares) Para
p>0y0€[0,2r)y ¢ € [0,7], consideramos:
6 € [0, 2m), consideramos:

T(p,0) = (pcos(8), psen(0))

Entonces
|det(DT'(p,0))| = p

<
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[Planos Tangentes] Considere la superficie S en R* dada por:
(t+2%)cos(z® +y%) =2 (1)

Encuentre el plano tangente en el punto (0,0, 1, 1).
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[Teorema de Taylor] Considere f : R? — R definida por

flz,y) =¥

Calcule el polinomio de Taylor de segundo orden para f centrado en el origen (0, 0).
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[Optimizacién con restricciones] Resuelva el problema de optimizacién no lineal con

restricciones X .

(P) min z° - y?
el T @)
st. z°4+2y°+32°=1
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[Integracion] Calcule las siguientes integrales miiltiples

f / zsin(y) — ye®dzdy () /Olfyl(:r—y)sin(l'a)dl‘dy (¢) /Oﬁ/;%dyd;r
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[Teorema del Cambio de Variable] Considere f : R? - R definida por f(z,y) = ,iizz

junto a la regiéon R := {(x,y) € R? | z +y > R, z° + y> < R?*} donde R > 0. Calcule la integral

[R f(z,y)dA
- MNode ureS QA Qomo P20 =2 X220 A jzo

hociendo coordouadss Qulores , <TTi0) ~ (15, 7G50 )
Y et |[PV(re@)| =T

kscrbwel lo segidn om Qrlores , GesTo ge %20, §20
TJomewoS  ©€ JoTl.

Mowss , Y+ g2e R => TR




<\70f oltwo e wstriccion

R
(50 +Sem©

£ vz

bVoe [otiy ]

huego (o vern (R e ascribe en Polaes couo

@L(l),%(rne)-. P8 ¢ T_é(p\. ) 96[0.#&]?

(50 +5e1 0

FfouceS Por eo. del (auwbio de UeriallaS
R

T,
/J f('xtg)dA 7[ J (Qoﬁ’)(,ne) Tdrdo
0 LY
A (050 +5eu®
T, (.
[ e
(056 +§eu®
Nt/
- _ ‘h
f (R (@eéwe))(wewme) dirde
= QA (A-TC
(2-1)

CoucloivweS

J ot 225

S 2D (080450 ) 2R



[Aplicaciones: Calculo de Masas] Considere un cuerpo de masa M definido por la region
R:={(z,y) € R? | 2z < 2° + 4 < 4z}

y considere la funcién de densidad de masa

]
2 + o2

plz,y) =

Encuentre la masa M del cuerpo que viene dada por la integral

,fu:]pr(m.y)dA
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