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[Teorema de la Funcién Inversa] Considere la funcién f : R> — R? dada por

fz,y) = (2 —y?, 22y)
(i) Pruebe que f no es inyectiva, y por lo tanto, no es invertible sobre todo R2.

(ii) Demuestre que para todo (z,y) # (0,0) existen abiertos U,V en R? con (z,y) € Uy f(x,y) €V
tales que f : U — V es biyectiva.

[Teorema de la Funcién Implicita I] Considere el sistema de ecuaciones

22 +y+sin(zyz) + 22 =1

eV*  +xz=1.

(1)

Muestre que el sistema anterior define implicitamente dos funciones y = y(z) y z = 2(z) en una
vecindad de (o, yo, 2z0) = (1,0,0) que satisfacen el sistema de ecuaciones anterior.

[Teorema de la Funcién Implicita IT] Considere el sistema de ecuaciones

20z = y2 + w?

2 =2+ +

(2)

(i) Mostrar que existe un abierto A C R? que contiene a (1,1) y funciones y,w : A — R de clase
C> tales que y = y(z,2) y w = w(z, z) son soluciones del sistema de ecuaciones anterior, y
ademas y(1,1) = -1, w(1,1) = 1.

(ii) Mostrar que Vy(1,1) = (') y Vw(1,1) = (9).
(iii) [Propuesto] Calcular las matrices Hessianas Hy(1,1), Hw(1,1). Ind: Derive dos veces el
sistema de ecuaciones (2) respecto de = y de z para deducir los Hessianos.

(iv) [Propuesto] Muestre que los polinomios de Taylor de grado dos, que aproximan a y(z,z2) y

2 22 2 22

p(x,z):?+§fx7mz, q(m,z)z—575+z+xz 3

[Propuesto] Probar que el sistema de ecuaciones

V42— +2=0

4
yz+zz—2y—1=0. @

define dos funciones implicitas y(z), z(z) en un entorno del punto (2,1, 1) tales que (z,y(z), z(x))
es solucién del sistema en dicho entorno.
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Teorema 1 (Teorema de la Funcién Inversa)
Sea f : Q@ C R®" — R" una funcién de clase
C' en . Supongamos que para algiin o € ),
la derivada Df(xg) € R™™™ es invertible (i.e,
det(Df(xo)) # 0). Entonces existen abiertos
UVeconzy € UC Qevyy = f(xg) €V, ta-
les que fly : U — V es un difeomorfismo de
clase C', esto es, una biyeccion tal que f |,}1 es
de clase C'. Ademas, por ser (fly)™' :V = U
continua y diferenciable en todo punto de V, se
tiene DfI (flu (o)) = (Dflu (z0))

Teorema 2 (Teorema de la Funcién Implici-
ta) Sea f : Q C R™™ — R" una funcién
de clase C' y (xg,y0) € Q tal que f(xg,y0) =
0. Sea Df(zo,y0) = [Daf(0,%0), Dyf(xo,y0)]
la derivada de f en (xo,y0), supongamos
que D, f(xo,y0) es invertible. Entonces existen
abiertos U, W con (z9,y0) € U CR"™" ™ yzqg € W
tales que para cada x € W existe un tinico y tal
que (z,y) € Uy f(z,y) = 0, lo que define una
funcién g : W — R" de clase C', en particular
yo = g(xo), de manera que

flx,g(x)) =0,V e W
ademds
Dg(x) = =Dy f(x,9(z)) "' Dy f(z, g(x))

Definicion 1 (Matriz Hessiana) Sea f : U C
R"™ — R funcién de clase C*(U). Llamamos ma-
triz Hessiana de f en x a la matriz D(V f)(x)7T,
que denotamos:

82f o%f
T’Jc%(x) T Ox10xy, (CE)
D*f(z) := ) :
8?2 8?2
god—(z) ... ﬁ(x)

otras formas comunes para denotar la matriz
Hessiana son H f(x) o bien f"(z).

Proposicion 1 Para f: U C R™ — R funcién
de clase C*(U) y z € U, D*f(z) es simétrica, y

Resumen

por lo tanto sus valores propios son reales.

Teorema 3 (Taylor) Sea f: A C R" — R de
clase C*¥tlen A, k > 1, con A abierto. Sean tam-
bién xo € Ay h € R" tal que x¢ + th € A, para
todo t € [0, 1). Entonces, la siguiente expansion
de f es valida:

f(xo + h) = Py (0, h) + Riq1 (z0,h)  (B)

k
Py (z9,h) ==Y _ Ty (w0, h)

£=0

donde Ty (z¢, h) es el monomio de Taylor de or-
den ¢, dado por la expresion

Z x07 ' K' Z Z 3%1 : al‘w xO) n 'hiz’

11=1

para 1 < { < k,y Rii1(zo,h) es el resto de
orden k + 1 de la expansion (5), dado por

Rk+1 (wo, h) :=

8k+lf
k+ [CEE Z Z By D, (0TI i i

ipr1=1

para cierto s € [0, 1].

Corolario 1 Supongamosque f : A CR" - R
es una funcion de clase C? en A, y sean xzg €
A, h € R™ pequerio. Entonces, el polinomio de
Taylor de orden dos para f en torno a xq, deno-
tado Px(xg,h) viene dado, explicitamente, por
la expresion

n 2
P+ Ve g 3 g

i,j=

(-730) hihj7

2,0
Equivalentemente, se puede escribir

@0+ 1) = f (z0) + VF (z0) h+ LT D f (o)
o bien, escogiendo h = x — xo tenemos f(x) ~

f(xo)+Vf (o) (x—x0)+ %(x—xo)TDQf(wo)(:c—mo)

para x cerca de x.
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[Teorema de la Funcién Inversa] Considere la funcién f : R? — R? dada por

fxy) = (2 — o, 2y)
(i) Pruebe que f no es inyectiva, y por lo tanto, no es invertible sobre todo R2.

(ii) Demuestre que para todo (,y) # (0, 0) existen abiertos U, V en R? con (x,y) € Uy f(x,y) € V
tales que f : U — V es biyectiva.

Teorema 3.21 (Funcién Inversa). Sea f: A C R — R? una funcidn de clase C*

en A. Supongamos que para algin xy € A, f'(xy) € Myya(R) es invertible. Entonces
lo siguiente se satisface:

1. Euxisten abiertos U,V enR?, con o € U C A e yo := f(xo) € V, tales que
f:U =V es biyectiva.

2. Sig:V = U es lainversa de f, entonces g(f(x)) = a para cualquier x € U,
g es de clase C' en V y se tiene la identidad

g (f(@)f'(z) = L. (3.70)

@ « £'(g) = f ) oo -3/—'(/m)32f(w) = xd
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Teorema 3.23 (Funcién Implicita). Sea f: Q C R¥P — RP de clase C' en Q,
con § abierto, y sea (xo,y0) € Q tal que f(xo,yo) = 0. Sea f'(zxo,y0) la matriz
derivada de f, y supongamos que la submatriz f,(xo,yo) es invertible. Entonces
existen abiertos U C R4TP 4y W C R? tales que

L (wo,y0) €U yzo € W,

2. Para todo x € W, existe un inico y tal que (z,y) € U y f(z,y) = 0.

3. Si escribimos y = g(x), entonces g : W — RF es de clase C' y g(xo) = yo.-

4. Finalmente,

flz,g(x)) =0 para todo x € W, (3.85)

g (x0) = —[fy(z0,y0)] " fz(z0,%0) € Mpa(R). (3.86)

2. El Teorema anterior puede leerse de la manera siguiente: la ecuacion f(x,y) =0
corresponde a un sistema no lineal de p ecuaciones y d + p incdgnitas:

filzi, oo, Ta Y1 Yae e Up) = 0,
P

falwy, oy oy xa Y1, Y2, ) = 0,

fp(l'l-.-r‘;’-, sy Tdy Y1, Y2, 19;}) =0,

es decir, poseemos mas incognitas que ecuaciones, por lo que se espera que haya
muchas soluciones. Por lo mismo, si (g, yo) es solucién del sistema de ecuaciones
anterior, y bajo la condicién f,(zy, yo) invertible (i.e. det f,(zo,y0) # 0), es posible
despejar, de manera implicita, y como funcién de x en las cercanias de g, y la
funcién g que asocia a cada x cercano a xg, el valor y = g(x), cercano a yp, es
de clase C'. Finalmente, (x, g(z)) resuelve el sistema de ecuaciones de arriba para
cualquier z suficientemente cercano a xy.




[Teorema de la Funcién Implicita I] Considere el sistema de ecuaciones

z? 4+ y+sin(zyz) + 22 =1

e¥* +zz=1.

(1)

Muestre que el sistema anterior define implicitamente dos funciones y = y(z) y z = z(z) en una
vecindad de (z¢,y0, 20) = (1,0, 0) que satisfacen el sistema de ecuaciones anterior.
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[Teorema de la Funciéon Implicita IT] Considere el sistema de ecuaciones

2xz = 3% 4+ w?
B B0 o (2)
Zr=z"+y +w".

(i) Mostrar que existe un abierto A C R? que contiene a (1, 1) y funciones y,w : A — R de clase

C™> tales que y = y(z,2) y w = w(x, z) son soluciones del sistema de ecuaciones anterior, y
ademas y(1,1) = —1, u(l 1) =1.

(ii) Mostrar que Vy(1,1) = () y Vw(1,1) = ().
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(ii) Mostrar que Vy(1,1) = (””1) y Vw(1,1) = (?)
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