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Ejercicios

Tema 5: Integral doble de Riemann

1.

10.

Estudiar la integrabilidad Riemann de la funcién f, sobre el rectangulo R, en los
siguientes casos:

(a) R=[a,b] x[c,d]y f(z,y) =1, ¥(z,y) € R.

)1 sizeQ
f(xay)_{o ,sixgé@

Sol.: (a) I = (b—a)(d — c); (b) No existe.

Hallar la integral de f(x,y) = xseny —ye” sobre el rectangulo R = [—1,1] x [0, 7/2].
Sol.: %2 (6_1 — e)

Hallar la integral de f(x,y) = /|y — 22| sobre R = [—1,1] x [0, 2].
Sol.: §+ %

Hallar el centro de gravedad de la regién plana limitada por un arco de sinusoide de
densidad constante pg.
Sol.: Masa=2pg; Centro de gravedad:(

3%)

Hallar el area de la superficie determinada por z = %(x3/ 2 4 43/2) sobre el cuadrado
S =10,1] x [0,1].
Sol.: £ (1+9v3 —8v2).

Hallar [[ \/a? — 22 — y?daz dy donde S = {(z,y) : 2® + y* < d?, z,y > 0}.
S

3

Sol.: %.

Hallar la integral de f(x,y) = evir sobre el triangulo de vértices (0,0), (2,0) y (0,2).
Sol.: e — e~ L.

Hallar el volumen del recinto limitado por el cilindro 2 + (y — a)? = a2, el plano
2z =0y el paraboléide 4az = 2% + y2, a > 0.

. 3mal
Sol.: =,

Calcular las siguientes integrales dobles:
(a) [[(xy)?dxdy, si D estd limitado por y >0, zy < 1y 2% — 3zy + 2y < 0.
D
(b) [[(z +y)dzdy, si D estd limitado por 2% + y* = z + .
D

c Y 22 — 2| dady, si D estd limitado por z2 + y? < 1.
5 V2

[\

Sol.: (a) 1%; (b) 5 (c) ?—g.

Hallar las areas interceptadas por las curvas:
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11.

12.

13.

14.

15.

(a) p=2a, p=4acosb, (a > 0).
(b) p=2, p=2(1+ cosf), e interior al primer cuadrante.

Sol.: (a) (%” —2v/3) a?; (b) T2,

Hallar el area del recinto acotado del primer cuadrante encerrado por la curva:
(@ +y*)* = ry
L: 45 (3’ 3)

Calcular la integral:
e**/y d, p
/ / (@7

donde D es el recinto limitado en el primer cuadrante por las rectas x =y, x = 2y
y las pardbolas 22 =y, 2 = 2y.
Sol.: e(e — 1) (arctan2 — ).

Hallar la masa y el centro de gravedad de la region:
F={(z,y): 0<z<1,2°<y<Vz}

si la densidad de los puntos de F' viene dada por p(z,y) = 3z.

Sol.: Masa:%; Centro de gravedad= (%, %).

Hallar el area de las siguientes superficies:

La parte del cilindro z? + 22 = a? dentro del cilindro 22 + y? = a?.

2

La parte del cono 22 = 22 + y? dentro del cilindro 22 + y? = 2x.

2

Sol.: (a) 8a?%; (b) 4v2m; (c) 4m; (d) T
Calcular los volimenes de los sélidos limitados por:

(a) 22+ 4y’ =2,2=0,9°> =2, 2% = y.
) 22+ =122 +9> =2, 2(2> +9y*) =1, 2= 0.

(c) =0, 22 +y%> = a® = > 0 y el plano que pasa por la recta z = z = 0 y que
forma un dngulo « con el plano z = 0.

(r—c)?+@y—d)?=k (c>d>k>0), ry=2z 2=0.
322 + % =72z, 222 + % = 24(2 — 2).
=0, 2p+y =z, (p,g >0), 2?2+ y* = a’.

(d
(e
(f

N

)
)
)
(g) z=2%+y? 2 =222+ 9%, 2y = a?, vy = 20>, x =2y, 22 =y, © > 0.

Sol.: (a) 2; (b) 7ln2; (c) 2%‘St&moz; (d) cdk?n; (e) 24m; (f) ”Si (l + l); (2) %.
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16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

Hallar el volumen del sélido limitado por los paraboldides y? + 22 = —2(x — 1) e
yP+ 22 =2(x+1).
Sol.: 2.

Hallar el volumen del recinto interior al cilindro 22 + % = 2z, y comprendido entre
los planos z =z , z = 2.
Sol.: 7.

Hallar el volumen del recinto interior al cilindro z2 +%? = 2z, y limitado por el plano
z = 0 y la superficie
zy?
2=
2 + y2
Sol.: Z.
Calcular la integral:

/ V2 —4x?2dx dy

D

donde D es el recinto acotado limitado por las rectas y — 2z = -1, y+2x = -1,y
por la hipérbola y? — 422 = 1/4.

. 7=3In2
Sol.: 7 -
Hallar el volumen del sélido limitado por el plano z = 0, el paraboldide z = i—z + z—;

- 2 2

y el m?r;dro L+ = 2
Sol.: 9.

Hallar el volumen del recinto interior al cilindro (z — 2)? + %2 = 1 y limitado por el
plano z = 1 y por el paraboléide z? + y? = 2.
Sol.: 7.

(Septiembre 1999)Calcular la integral doble [[ arctan £ dx dy, donde
D

D:{(:c,y)e]R2 : 1§m2+y2§9,x§y\/§,y§x\/§}

Sol.: 7.

o



