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CONTROL 2

Sea A= {(z,y) €R?* | ©>0,y>0},y f:ACR? — R definida por

flz,y) = (;)2 +y2+3:y—|—ln<x%y) .

a) (2,5 pts.) Muestre que f es de clase C? y convexa ;Es estrictamente convexa? Justifique.

b) (1,5 pts.) Encuentre los puntos criticos de f y clasifiquelos de acuerdo a si la funcion alcanza
un minimo local en ellos, un maximo local, o son puntos silla.

¢) (2,0 pts.) Muestre que f alcanza su minimo (global) en un tnico elemento de A, y no alcanza
su maximo. Para esto puede ser 1til lo siguiente:

- Considerar (a,b) € Fr(A), y mostrar que  lim  f(z,y) = +o0.
(z,y)—(a,b)

- Mostrar que  lim  f(z,y) = +o0.
ll(z,y)[| =400
(z,y)€A

[INDICACION: Para esto ultimo puede usar el hecho de que z — Inx —+> +o0]
T—r+00

Considere el sistema de ecuaciones

20z = y? 4+ w?
23 :3:3+y3—|—w3.
a) (1,0 pto.) Mostrar que existe un abierto A C R? que contiene a (1,1) y funciones y,w : A — R
de clase C* tales que:
- y=y(z,2z) y w= w(z, z) son soluciones del sistema de ecuaciones anterior, y ademas
C oy, ) =-1yw(l,1) =1
b) (1,5 pts.) Mostrar que Vy(1,1) = (_01) y Vw(l,1) = ((1))
¢) (2,5 pts.) Calcular las matrices hessianas H,(1,1) y H,(1,1).

d) (1,0 pto.) Muestre que los polinomios de Taylor de grado dos, que aproximan a y(z, z) y w(z, 2)
en torno a (1, 1), son respectivamente

2 22
p(:t,z):?—i—?—x—;vz, y
(z,2) AN
r,2)=—— ——+2+z2
q\z, 5 5

Dada una cierta funcion f : A C RN — R, llamaremos seccion de altura ¢ de f, al conjunto de los
puntos de su grafo Gr(f) € RN¥*! tales que zy41 = c.

Sean g, h : R? — R definidas por las ecuaciones g(z,y) = 22 +y? y h(x,y) = 2z + y>. Encontrar la
minima distancia en R? entre la seccién de altura 3 de g, y la secciéon de altura 6 de h.

Para esto siga los siguientes pasos:

a) (0,5 pts.) Establezca una funcion a minimizar adecuada, con las restricciones que correspondan.

b) (1,5 pts.) Escriba el sistema de ecuaciones que se obtiene al aplicar el método de Lagrange a la
parte anterior.

¢) (3,0 pts.) Encuentre las soluciones del sistema anterior.
d) (1,0 pto.) Concluya.
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a)

b)

Pauta Control 2
Pregunta 1

Auxiliar: Sebastian Pérez

Para facilitar el analisis, escribimos la formula de f de la siguiente manera

Fw) = (5) +9? + 2y — 2n(@) - ny).

Para x,y > 0 la funcién es diferenciable, pues es la suma de funciones diferenciables. Se obtienen las
derivadas parciales

of x 2 oOf 1
= == -z = =2 - 0,4pts.
5y &Y =5ty -, ay(x,y) yro— (0,4pts.)
0? 1 2 0? 1 0?
y las derivadas parciales de segundo orden 8—:1;2(,@, y) = 3 + ot 8—;;(90,3/) =2+ E y 8x—§y(x,y) =
0°f (z,y) =1 (0,6pts.)
dgor Y =1 ,6pts.
Como cada derivada parcial de segundo orden define una funcion continua en A, entonces f es de clase
c2. (0,2pts.)
Para analizar la convexidad de f, consideramos la matriz hessiana
1 2
51
H(z,y) = 2 1 . (0,1pts.)
1 24+ =
Y
0*f 1 1
@(a@, y) = 2 + 237 0 H(z,y) es definida positiva
1 2 1 1 = para todo (z,y) € A.
det(H(:v,y))z (E—FF) (24—?) —1>§-2—1=0
(0,7pts.)
Por lo tanto f es estrictamente convexa en todo su dominio A. (0,5pts.)

Se sabe de antemano que para una funcién diferenciable y estrictamente convexa, todos sus puntos criticos
son minimos locales, y no puede tener més de uno.

Procedemos a buscar el tnico punto critico, en caso de que exista.

x 2
S4y-2 =0

0
Vi(z,y) = ( ) — 2 1 (0,5pts.)
2y +z —; =0



Una manera de resolver el sistema es la siguiente: de la primera ecuacién, y = ; — % = ; reempla-
zando en la segunda ecuacion,
(4;302) +z— 4%22 =0= (4—-2*)?+224—-2%)-222=0
=322 -8=0
2
3
(se eligi6 solamente la raiz positiva pues x > 0 en el dominio A). (0,5pts.)

26 V6
376
funcién convexa. (0,5pts.)

Por lo tanto el tinico punto critico es < ), que es minimo local pues es punto critico de una

Tenemos que probar que el minimo local que se encontrd en b) es el que minimiza la funcién f en todo
A. Una manera de hacerlo es la siguiente: como f es estrictamente convexa en todo su dominio, entonces
su grafico se encuentra sobre el plano tangente en cualquier punto, es decir,

F(x) > f(y) + df () (x —y) para todo x # y en A.

26 V6

Se elige y = ( 3 5

), entonces df (y) = [0 0] (pues es punto critico) y

flz,y) > f (2—\3/6, ?) para todo (z,y) # <2—\3/6, ?) en A,

w0 0)
/6 V)

5 (1,0pts.)

lo que prueba la minimalidad global en <

Para probar que f no alcanza su maximo en su dominio A basta chequear solamente uno de los limites

sugeridos.

Elegimos comprobar el primer limite sugerido: ( l)1rn( . f(z,y) = 400, con (a,b) € Fr(A). Primero hay
xz,y)—(a,

que notar que, como x,y > 0, entonces

f(@,y) > =2In(z) — In(y).
Si (a,b) € Fr(A), entonces a = 0 6 b= 0. por lo tanto

lim T,y) > Iim —2In(z) — In(y) = +0. 1,0pts.
(x,y)%(a,b)f( y) (z,y)—(a,b) () (y) ( P )

OBSERVACION 1:(parte ¢)) Si se hubiera deseado comprobar el segundo limite sugerido, una posible manera
es la siguiente:

2
Como z,y > 0, entonces f(z,y) > (g) —21In(z) +y* — In(y). Cuando ||(z, )| — +oo, entonces hay dos
posibilidades:

- & — 4o00. En este caso (usando la indicacion)

(;)2 —2In(z) = (;)2 —1In (;)2 —In4 —— +o0

Tr—r+00



- y — 400. Aca también usamos la indicacién, y suponiendo que y > 1

y* —In(y) >y — In(y) —— 400

y—>+00

Ademaés, como las funciones g(z) = (%)2 —21In(z) y h(y) = y*> —In(y) son continuas y coercivas en (0, +00)
(su limite tanto en 0 como en +0o es +00), tienen un minimo en (0, +00). Esto implica que

lim  f(z,y) > lfm (f)z —2In(z) + y? — In(y) = +oo

(@) l—4o0” " ll(@) [ —+o00 \ 2

OBSERVACION 2:(parte a)) Alternativamente se puede usar otra técnica para demostrar que el minimo
local de f en A es global. Para esto se utilizan los dos limites sugeridos y se define un conjunto truncado,
como por ejemplo

S ={(z.y) € Al f(w,y) < f (2, 5F) + 10}.

2v/6 V6

Es claro que ( 5 5

) € S. Se toma (z,y) € A y se analizan los casos en que (z,y) € Sy (z,y) ¢ S.

Si (x,y) ¢ S, de la definicion de S se tiene que f (23ﬁ, ‘/Tg) < f(z,y).

Si (z,y) € S, como la funcion f tiende a +oo en la frontera, S N Fr(4) = @. Como f tiende a +oo
cuando ||(z,y)|| — +o0, entonces S es un conjunto acotado. Ademaés el punto que minimiza f en todo S

es (%, @) pues es el Gnico punto critico en

int(S) = {(z,y) € A| f(z,y) < f (245, 3F) + 10},
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Pauta Control 2
Pregunta 2

Auxiliar: Sebastian Pérez

a) Definamos
g(xvyazaw) = y2 +U)2 —2xz 3 h’('rvyazaw) = Ig +y3 +U)3 — 2’3.

Por el teorema de la funcion implicita, para encontrar las funciones y = y(z,z) y w = w(z, z) con las
propiedades pedidas basta chequear 3 cosas:

- ¢9(1,-1,1,1) =0y h(1,—1,1,1) = 0: Para ver que esto es cierto basta reemplazar los valores (notar

que (1,—1,1,1) se dedujo de que (z,z) = (1,1),y(1,1) = -1y w(1,1) = 1). (0,3pts.)
- gy h son C*: Esto se cumple pues ambos son polinomios (y por lo tanto todas sus derivadas de
orden superior se pueden calcular, y son continuas). (0,2pts.)
h
g((g, ))(1, —1,1,1)| # 0: Para ver que esto es cierto hay que calcular la matriz correspondiente.
Yy, w
(g, h) 5& 5& 2y 2w (g, h) -2 2
= W = = 1,-1,1,1) =
8(y,u)) 5—6% % 3y2 3w2 8(y,'(U)( I P ) 3 3 9
y el determinante de esta matriz es —12 # 0. (0,5pts.)
b) Recordar que y y w dependen de (z,2), y que y(1,1) = —1 y w(1,1) = 1. Derivamos con respecto a x
primero !
y ow
Y2 +w? — 22z =0 2y8 —|—2w8 —22—0
By rut—B=0 "5 < (0.4pts.)
y 0 3p? +3y2 +3wa—fo
ox x
()
28y(1 1)—1—2&0(1 1)—-2=0
Ox a ox S
[ B 33_(1 1) +35-(1,1)=0
B P -1=0
ox a &u
1 1,1 1,1)=0
+ 2, 4o o) =
Ow 22

= —(1,1)=0 ; 1,1 —1. 0,3pts.
L) =0 $L(11)= (0.3pts)
1p molificar 1 . % oy ow . . .
ara simplificar la escritura, en lugar de anotar y(z, z),w(z, 2), a(x, z), g(x, z), a(x, z) y — (z, z); se anotara repecti-

6yayt’?w w

vamente y, w ' 52’ 92’ Oz E



Ahora derivamos con respecto a z

dy ow
y? 4+ w? — 222 =0 } 2y3—f+2w8——2$=0
9 3

3,3 3_ .3 _ (0,4pts.)
Ayt =2 =0 o v = + 3w — —322=0
(%)
agy (1,1) + 2 (1 1)—2=0
|(“) an 35 11+3a_(1 1)-3=0
e Xan-1=0
a@ P 2%(1,1):1 ; %(1,1):0.
—(1,1 1,1 1=
Y+ San-1=0
(0,3pts.)
Por lo tanto Vy(1,1) = (-=1,0)T y Vw(1,1) = (0, 1)7. (0,1pts.)
o . 0%y 0%y
¢) Como y, w son de clase C*°, entonces H,(1,1) y H,(1,1) son simétricas, es decir 5D (1,1) = 520m (1,1)
0z
0w 0*w
= . ,2 S.
Y 81782(1’ 2 828:1:(1’ 2 (0.2pts.)
Para los célculos que siguen, hay que recordar que y(1,1) = —1,w(1,1) = 1, %(1, 1) = -1, %(1, 1) =
x z
Ow

0, I (1,1)=0y % (1,1) = 1. Seguiremos la misma notacién resumida de la parte anterior ? y derivaremos
x z

el sistema (*) de la parte anterior con respecto a x y z, y (**) con respecto a z.

y %y aw\? w
2(3x) +2y 32+2 Ox + 2w T =0

(x) =—= 2 2 (0,4pts.)
9 Y 2 0%y ow 20w _
e 6I+6y(6$> + 3y 82—l—6w e + 3w 8902_0
2 2
5_20Y 2(1 1 +0+22Y f(l 1)=0
|y, 6— 6+3a—(1 D +0+35 Ya,1=0
02y 2w
1- 1,1 1,1)=0 2 >
— P gt 0 gz (1) = w2 gy L (0,3pts.)
0%y 0w Ox? 27 922 2
82(11)+82(11) 0
2 2
XYY 9,0 G, Tw 5
(%) ——= 0z Oz 828&6 0z Ox 0z0z _, (0,4pts.)
R e A W R W R ’
5 Jozox 0200 " 0z 0x 0201
2 82
0—-2 63( )+0+25g§(1 ,1)=2=0
y
e 0+35—-(L, 1)+0+38 5-(1,1) =0
0%y 0%w
—55-(L D)+ -1=0 82w 1 92 1
0z0x 8 el _1. 99y — _ - Ants

—82'83:(1 1)+8 o (1 1)=0

2y

Y

2
2Por ejemplo, en lugar de anotar 2-¥(x, z), se escribird simplemente %



2<@> —y (@)2+2w82—“’ ~0
0 Yo:2 0z 022
(**) :> y &U 2 282w (0,4pts)
2
0—2—y(1 1)+2+28 S (L1) =0
|<w):<1,1) 0+38 5 (1, 1)+6+3W(1 1)—6=0
0%y 0w
——(1, )+ 1+ 1)=0 2 2
— 3§§y( ) 92,8 0z 2( ) :>%(1,1):_% ; %(1,1):%. (0,3pts.)
— 1,1+ = (1 1)=0
22

Por lo tanto
Py 9% 11 Pw  Pw _
2 2
man=( 3 5 )= ( 73 ) om0 = B o :(
0x0z 922 2 2 Oxdz 0z2

d) Usando los elementos calculados anteriormente, se puede calcular el polinomio de Taylos de grado 2 en
torno a (1,1) directamente.

N[0 =

1)

(0,2pts.)

p(z,2) = y(1,1) + dy(1, 1)< - i) —|—%(x— 1,2 — I)Hy(1,1)<z:i) (0,4pts.)
r—1)2 2 1)2
_—1—(17—1)4—%{( 21) —(:E—l)(z—l)—F( 21) ] (0,1pts.)
(Ez 2’2 xrz
= —x+ Z + I — 7
q(z, 2) = w(l, 1)+dw(1,1)( - i) + %(x— 1,2 — l)Hw(1,1)<z:i> (0,4pts.)
—(z— 1) L _1)2
_1+(z_1)+%{%Hx_n(zq)_( 2”} (0,1pts.)
.’IJ2 22 xrz

T 1t
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a)

b)

Pauta Control 2
Pregunta 3

Auxiliar: Sebastian Pérez

Los grafos de g y h respectivamente son
Gr(g) = {(z,y,2) | z = 2* +y*} Gr(h) = {(z,y,2) | z =2z + y*}

Considero un punto (z,y, z) en la secciéon de altura 3 de g, y por lo tanto z = 22 + y* = 3.

Considero un punto (u,v,w) en la secciéon de altura 6 de h, y por lo tanto w = 2u + v? = 6 (notar que al
punto no lo puedo llamar (z,y, z), pues no tiene necesariamente las mismas coordenadas que los puntos
considerados en la seccion de altura 3 de g). (0,4pts.)

Como es usual, la funcién a minimizar es la distancia al cuadrado entre un punto (z,y,3) y un punto
(u,v,6). Es decir, se quiere minimizar la funciéon

flz,y,u,v) = (z —u)’+ (y —v)? +9, sa. (0,6pts.)

22 +9y2—-3=0
2u+v2 —6=0.

Hay que usar una variable extra para cada restriccion. Las llamaremos \; (para la primera restriccion) y
A2 (para la segunda restriccion).

El sistema de ecuaciones de las derivadas parciales con respecto a cada variable x,y,u y v queda:

0
2 —u) =M -2+ Ag - 0 =22\ (8_)
x

0
2y —v) =X -2y + A2 -0=2y\ (8_)
Y

0
20z —u) =X -0+ Ay -2=2X (55
0
—2(y —v) = A1 - 04 A2 - 20 = 20y, (%)
(1,0pts.)

v hay que agregar las restricciones
P +y*-3=0

2u +v? — 6 = 0. (0,5pts.)

El sistema que hay que resolver es el que esta formado por las 6 ecuaciones de la parte anterior. Vamos a
resolver dicho sistema dividiendo la 1ra con la 3ra, y la 2da con la 4ta.

Primero hay que descartar algunos casos (hay que analizar aparte el caso Ao =0y v = 0). (0,3pts.)

- Caso Ao = 0. De la 3ra y 4ta ecuaciones se deduce que x = u e y = v. Reemplazando en las primeras
dos ecuaciones se deduce que 2zA; = 0 y 2yA; = 0. Hay dos posibilidades: A\; = 0 6 A\; # 0. Si
suponemos esto tltimo, que \; # 0, entonces z = 0 e y = 0. Reemplazamos en la primera restriccion
y obtenemos que 3 = 0, lo que no puede ser, luego la tinica posibilidad es A\; = 0. (0,3pts.)



Recapitulando, en el caso de que A2 = 0 se tiene que x = u,y = v y A\; = 0. En la segunda restricciéon
reemplazamos u por x y v por y

2 2

x4 + y© = 3 2 _ _ 2 _
2x+y2—6}:> }:>;v +6—-2r=3=2"-2x+3=0.

No se puede encontrar x a partir de esta ecuacion (no tiene soluciones reales, su discriminante es
negativo), y por lo tanto el caso A2 = 0 no entrega soluciones. (0,3pts.)

Caso v = 0. De la 4ta ecuacién se deduce que y = 0. En la primera restriccién reemplazamos y = 0

obteniendo = ++/3. En la segunda restriccién reemplazamos v = 0 para obtener u = 3.

Por lo tanto de este caso obtenemos los puntos (z,y,u,v) = (v/3,0,3,0) v (z,y,u,v) = (—v/3,0,3,0).
(0,3pts.)

Caso Ay # 0y v # 0. Este es el caso en el que podemos dividir la 1ra ecuacién con la 3ra, y la 2da
con la 4ta. Notemos que también se tiene A; # 0, pues si A = 0 entonces z = u, y la tercera ecuacion
quedaria 0 = 23, lo que no puede ser. Dividiendo las ecuaciones respectivas tenemos:

TA1 yA1

/\2 ’U/\Q ( P )
Como A1 # 0, entonces dividiendo estas ecuaciones se obtiene (notar que y # 0, pues si no la segunda
de estas ultimas ecuaciones quedaria —1 = 0)

1= = y = xzv. *)
Y
(0,3pts.)
De la 3ra y 4ta ecuaciones y (*) tenemos
—2(x —u) = 2X2 U—T = A _
—9(zv — 1) = 20)s 1— 2= = u=1 (0,3pts.)
Reemplazando v = 1 en la segunda restricciéon obtenemos v = £2.
e v =2. En este caso (*) dice y = 2z, y usando la primera restriccion se tiene
V15
2+(2:1:)2:3:>53:2:3:>33::|:—5 .
V15 2v/15 v15  2v/15
Tenemos los puntos (z,y,u,v) = < T ,1 2) (x,y,u,v) = <_T’_ 5 ,1,2>

V15

e v = —2. Tenemos y = —2z, y usando la primera restriccién tenemos nuevamente r = +——. Es

15 2415 15 2+4/15
decir, tenemos (z,y, u,v) = (g,—T\/_,l,—2> v (z,y,u,v) = (—g T\/_,l, 2).

(0,4pts.)



d) Hay que reemplazar en f las 6 soluciones para (z,y, u,v) encontradas en la parte anterior.

(\/5,0,3,0) ER (\/5—3)2+(0—0)2+9:21—6\/§z10,6077

(-v3.0.3,0) & (—\/5—3)2+ (0—0)% +9 =21 + 6v/3 ~ 31,3923

2 2
££,1,2 TN VIS + £—2 +9=17-2V15~ 9,254
5 5 5 5
2 2
—@,—2\/_12 —Vi5 + —£—2 +9=17+2V15 ~ 24,746
5 5 5 5
2
@,—@,1,—2 TN VI5 _ + —£+2 +9=17-2V15~ 9,254
5 5 5 5
2 2
15 2v1 1 2v/1

El conjunto de las restricciones no es compacto, porque la seccion de altura 6 de h es una parabola. Para
ver que la distancia minima se encuentra entre los valores encontrados, notamos que si ||(u, v)|| = +00 en
la segunda restriccion, entonces f(z,y,u,v) = +oo también. (0,4pts.)

Luego la minima distancia entre la seccion de altura 3 de g y la secciéon de altura 6 de h es /17 — 2/15.
(0,3pts.)



