Universidad de Chile

Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas
Departamento de Ingenieria Matematica
MA2001-2 — Calculo en Varias Variables

D DE CIENCIAS
Y MATEN CAS

Auxiliar 7: Derivadas Parciales

Profesor: Alexander Frank M.
Auxiliar: Maximiliano S. Lioi

[C2 2014-1] Considere la funcién
fog) = {(zQ +y?)sin( ks ) si (2,9) # (0,0)
0 si (z,y) = (0,0)
(a) Estudie la continuidad y la diferenciabilidad de f en R?\ {(0,0)}
(b) Estudie la continuidad y diferenciabilidad de f en (0, 0)
(c) Muestre que f no es de clase C'. ;Es esto una contradiccion? Argumente

[Ecuacién de Laplace] Sea v : R"\ {0} — R una funcién de clase C*(R™\ {0}). Definimos
el Laplaciano de v denotado por Au como la funcién

n
0%y

i=1
El objetivo de esta pregunta es determinar una solucién para la ecuacion de Laplace,
Au=0enR\ {0} (1)
cuando la funcién u presenta una simetria radial, es decir, existe v : R — R tal que
u(z) =v(r) VYeeR"\{0}
donde r = ||z|| = /22 + - + 22

(a) Demuestre que si u tiene simetria radial entonces

(b) Deduzca a partir de lo anterior soluciones de la ecuacion de Laplace
(c) Considere ahora la ecuacién de Poisson para f una funcién de clase C?(R™ \ {0})
Au = fenR"\ {0}

Resuelva la ecuacion cuando f = W con a # §,a # 1, para ello considere que v(r) es una
solucién de la forma v(r) = Ar?
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m Sea u(z,t) una funcién diferenciable a valores en R que satisface la ecuacién

ou

ou

ox

Considere ademas f : R — R tal que f/(¢)

definida como g(t) = u(f(t),t) es constante.

(z,t) =0 V(z,t) € R?

= u(f(t),t) para todo ¢t € R . Demuestre que g : R — R

[C2 2018-2][Propuesto] Sea f : R?> — R de clase C? una solucién de la ecuacion de

Laplace:

2 2
PP

ox?

0.

Considere las funciones u(z,y) = = + y,v(x,y) = = — y, demuestre que g : R> — R dada por

g(x,y) = flu(z,y),v

(z,y)) también satisface la ecuacion de Laplace.

Definicion(Derivada Direccional). Sea | :
U C R® — R™ funcién, x € U abierto y v € R".
Decimos que f es derivable en z en la direccién
v si existe el limite:

o fa ) — (@)

t—0 t

En tal caso denotamos dicho limite por D f(x; v)
Definicion(Derivada Parcial). Sea f : U C
R™® — R™ funcién, x € U abierto y ¢; €
(ej)je{ll’.” ny vector de la base canénica. Defi-
nimos la derivada parcial de f con respecto a
x; en x a la cantidad (de existir)

OF (o) o i £ 4 101) — (@)
o0x; t—0 t

Teorema. Sea f : U C R" — R™ una funcién
diferenciable en x € U abierto. Entonces nece-
sariamente D f(z) es la matriz conformada por
las derivadas parciales, esto es,

(DI = 52 w)

parai € {1,--- ,m},je{l,---,n}
Definiciéon(Gradiente) Sea f : U C R* —» R
diferenciable en © € U abierto. Definimos el
gradiente de f en z, denotado V f(x) como el
vector de R"™ compuesto por las derivadas par-
ciales de f en z, i.e,

of

Vi(z)

Resumen

Notar que con esta definicién podemos escribir

Df(z)h = (Vf(x),h)

Teorema(Regla de la Cadena). Sea [ : U C
R" - R™ g : V C R™ — RP donde U,V son
abiertos y x € U con f(U) C Vy f(z) € V.
Supongamos [ es diferenciable en = y g es dife-
renciable en f(z). Entonces se tiene que:

D(go f)(z) = Dg(f(x))Df(x)

Corolario(Regla de 1a Cadena) Sea [ : U C
R" - R™ g : V C R™ — RP donde U,V son
abiertos y z € U con f(U) C Vy f(x) € V. Su-
pongamos f es diferenciable en z, g es diferen-
ciable en f(x) y denotamos F : U C R® — RP a
la funcién F = g o f. Entonces se tiene que:

agz 8fk
817] Z 8yk 8:vj 9, @)
paratodoi € {1,--- ,ptyje{l,---,n}

Observacion: El corolario anterior es directo
de usar

(DF(@), = 5t(e)
y la regla de la cadena mediante
(D(go f)(x))ij = (Dg(f(z))Df(x))i
= Oy 0 fk .
=3 gy @) @)

= Df() = (- (x) - 5 -@)"
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[C2 2014-1] Considere la funcién

flz,y) = {(.p'—’ + !/Z)Sill(.l_giyz) ! si (x,y) # (0,0)
0 si (z,y) = (0,0)

(a) Estudie la continuidad y la diferenciabilidad de f en R*\ {(0,0)}

(b) Estudie la continuidad y diferenciabilidad de f en (0,0)

(c) Muestre que f no es de clase C''. ;Es esto una contradiccién? Argumente
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[P2[Ecuacién de Laplace] Sea u : R"\ {0} — R una funcién de clase C*(R" \ {0}). Definimos
el Laplaciano de u denotado por Au como

n -
0%u
Au = E 0—2
H
i=1 '

El objetivo de esta pregunta es determinar una solucién para la ecuacién de Laplace, definida como

la funcion
Au=0en R\ {0} (1)

cuando la funciéon u presenta una simetria radial, es decir, existe v : R — R tal que
u(z) =v(r) VeeR"\ {0}

donde r = HJ’” — "'? +---4 l,'),

(a) Demuestre que si u tiene simetria radial entonces

n—1

Au=1"(r)+ .
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(b) Deduzca a partir de lo anterior soluciones de la ecuacion de Laplace
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(c) Considere ahora la ecuacion de Poisson para f una funcién de clase C*(R" \ {0})
Au= fenR"\ {0}

Resuelva la ecuacién cuando f = W con a # 3, # 1, para ello considere que v(r) es una
solucién de la forma v(r) = Ar?
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Sea u(x,t) una funcién diferenciable a valores en R que satisface la ecuacién

ou ou 5
0—1‘(.1,!‘) + u(.t,f)a('fﬂi) =0 V(z,t)eR

Considere ademads f : R — R tal que f'(f) = u(f(t),t) para todo t € R . Demuestre que g : R — R
definida como ¢(t) = u(f(t),t) es constante.

Notenss goe 8 - Mo @ | donde @R W
C(Q.‘Ptuté{ﬂ. (\?06' ﬁ(‘fx))
Qe = | )

LM»SO @ es df'ﬂ Con dorivede

LY (
Yece) - [ 3¢ . docey - ¢
’g%cf,) dt l

Coro M 8 £ g0 c(c'% > g diH anodo Teld
W loTetto (Fero\kr gu{ ¢S (suSteale , Yrobareurs S

28 (¢) =z O
= Veem

Hedionle e veg(o_ de (e cedaue_ , Couo Q= mo ¥

'Q%cf,)v P (@LE))D L)
)

2% (v)

2 [ M (g U (@) ] 2C
o et 2% (x)

B o0




Yor (o Tolo

28 () - L W(te(,t,)) 0% (¢)

2t 2T

= U ey ) ') 4 U o) - |
2% oU
Tovewos @ ') = ({0 v ) e, bego

TG () = M (e t) + W(\Qw t)
>t oA ot

YuesTo e A sdocione. e ecpocicin Aé/wm(

M (4, £) U (Aet) + WU (wce) = O YY) Ed?
on ot

Fufonces | an Qeslicolas )

oMU a(feer, ) + %(,ew €£)=0 Yeen
%8 ot

Yor o fadto 9Ce) « (o, &) e tustecte eu W




