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[Diferenciabilidad y regla de Fermat)]

(a) Demuestre que f: U C R™ — R™ es diferenciable en « € U abierto si y solo si existe A € R™*™ que
denotamos D f(x) o f'(x), que hace cumplir la igualdad:

fx+h)=f(z)+ Df(x)h+o(h) VheR"
donde o : R” — R™ es tal que

o]
W TR

(b) Muestre que si f: U C R™ — R™ es diferenciable en « € U abierto, entonces

Deduzca de esto ltimo que si existe D f(x), entonces es tnico.

(¢) [Fermat] Suponga que f: U C R™ — R es diferenciable en « € U abierto y suponga ademds que z es
minimo (o méximo) local de f, demuestre que Df(x) =0

(d) Demuestre que una norma || - || : R” — R no puede ser diferenciable en 0

[Formas cuadréticas]

(a) Considere la funcién f definida por
FiR® —R
zr— f(z)=2T Az + b7z +c

Donde A e R"™*™ beR"yce€ Ry () indica el producto interno usual en R™. Demuestre que D f(x)
existe para todo z € R™ y que viene dado por

Df(z) =27 (A+ AT) + b7

Hint: Recuerde que YA € R™*" se tiene || Ah|| < [|A|||n]|,Yh € R™, donde [|A[| = (327, AZ,)"/?

i,j=1
(b) Suponga ahora que A € 8", es decir, A es una matriz simétrica, escriba la expresion para D f(x)

(c) Sea g : R™ — R definida por g(x) = ||z||?. Determine la matriz Dg(z)

Sea g : R? — R? definida por
zy® + 2%y

y2

g(xvy) =

1 0
Demuestre que la derivada de g existe en (0,1) € R? y viene dada por Dg((0,1)) = lo 2]

Hint: Considere la desigualdad |hk| + k% < 2(h% + k?)
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[Propuesto] Sea A : R® — R™ una funcién lineal, es decir, A se representa por una matriz
A € R™*" pruebe que DA(z) = A,Vz € R™, jQué puede decir si A es lineal afin?

Resumen

Definicién(Diferenciabilidad). Sea f U C
R™ — R™ una funcién y U abierto. Decimos que
f es diferenciable en x si existe A € R"™*" tal que:

iy (@ 4+ h) = fz) — AR _
h—0 HhH

0

Denotamos a dicha matriz por Df(z) o f/'(z) y de-
cimos que es la derivada de f en x y diremos que f
es diferenciable si lo es en cada punto de U.
Proposiciéon Se tiene que f : U C R™ — R™ es
diferenciable en x € U abierto si y solo si existe
A € R™*™ que denotamos D f(x) o f'(z), que hace
cumplir la igualdad:

fl+h)=f(z)+ Df(x)h+o(h)
donde o : R™ — R™ es tal que

o oIl

h—0  ||h]]

Definicién(Diferencial) Si f es diferenciable so-
bre todo U C R"™ abierto, definimos el diferencial de
f como la aplicacién

Df :U CR" — R™n"

x— Df(x)

Si el diferencial de f es continuo en su dominio,
es decir, Df € C(U,R™*™), entonces decimos que
f € CHR"™,R™)

Observacién Decimos que Df € C(U,R™*") si
para toda secuencia z, — xz en U se tiene que
Df(x,) = Df(x) en R™*" es decir,

lzn — 2|l&n — 0
implica que

IDf(zn) — Df ()]

rmxn — 0

donde la norma || - ||gmxn se define para una matriz

A € R™*"™ como

Al = (303 4212

i=1g=1

Proposicién(Unicidad). Si f : U C R™ — R™ es
diferenciable en x € U abierto, entonces el diferen-
cial es tnico.

Teorema Sea f: U C R" — R™ funcion y x € U
abierto. Se tiene que si f es diferenciable en x, en-
tonces f es continua en .

Proposicién(Algebra de Derivadas). Sean f, g :
U CR" - R™yax e U abierto tal que f y g son
diferenciables en x. Se tiene que:

* YA€ R,D(f + A\g)(xz) = Df(x) + ADg(x)
* Sim=1,D(fg)(x) = g(z)Df(z)+f(z)Dg(x)

* Si f y g son diferenciables en U, entonces
VA eR, D(f+Ag) =Df+ ADg

Teorema(Regla de la Cadena). Sea f : U C
R* - R™,g:V CR™ — RP donde U,V son abier-
tosyz €U con f(U) CVy f(z) € V. Supongamos
f es diferenciable en x y g es diferenciable en f(x).
Entonces se tiene que:

D(go f)(z) = Dg(f(x))Df(x)

Definicién(Derivada Direccional). Sea f : U C
R™ — R™ funcién, x € U abiertoy v € R™. Decimos
que f es derivable en x en la direccion v si existe el

limite:
L f@ o) = f()
t—0 t

En tal caso denotamos dicho limite por D f(x;v)

Definicién(Derivada Parcial). Sea f : U C
R® — R™ funcién, * € U abierto y e; €
(ej)je{l,w,n} vector de la base canénica. Decimos
que f es derivable en x con respecto a x; si existe el

limite:
o @ te) = f(2)
t—0 t

En tal caso, lo denotamos por %(x)

Teorema Sea f : U C R® — R™ funcién y « € U
abierto. Luego, si f es diferenciable en x, entonces
la derivada direccional de f en x esta bien definida
para toda direccién v € R™ y se tiene que:

Vv € R", Df(z)v = Df(x;v)
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