Universidad de Chile

Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas
Departamento de Ingenieria Matemaética
MA2001-2 — Célculo en Varias Variables

Auxiliar 5: Preparacion Control 1

Profesor: Alexander Frank M.
Auxiliar: Maximiliano S. Lioi

[Cl 2019-2] (a) Para dos normas || - ||o v || - ||p en R™, se define la aplicacién

N:R" =R

z = N(@) = /lIz]Z + [l

Demuestre que N es una norma en R"”.
Hint: Para demostrar la desigualdad triangular, estudie N(x + y)? y pruebe que N(z +y)? < (N(z)+
N(y))?2. Para esto, puede serle ttil la siguiente desigualdad de ntimeros reales:

pr+as <2+ ¢?) (12 +s2), Vp,q,rsER

Puede utilizar esta desigualdad sin probarla.

(b) Sean z,y € R™ tales que x # y y sea || - || una norma en R™. Demuestre que existen nimeros reales
r1,79 > 0 tales que

B(J},Tl) ﬂB(yaTQ) = wa

donde las bolas se estan considerando con respecto a la norma || - ||.
(c) Sean A, B C R". Demuestre que si A es un conjunto abierto y AN B # (), entonces AN B # ().
Observacién: Recuerde que para B C R™, B denota la adherencia de B.

[Cl 2019-2] (a) Sea Q@ = {(z,y) e R? 1z +y >0} y sea f : @ — R la funcién dada por

f(z,y) = xIn(z +y)

(a.1) Sea Ay = {(z,y) € Q:2 =0,y > 0}. Sea (2, Yn),eny € A1 con (2y,yn) — (0,0). Calcule el limite
(a.2) Sea Ay = {(z,y) € Q:y=2%1 >0} con a > 1. Sea (Tn,Yn),eny S A2 con (Tn,yn) — (0,0).
Calcule el limite lim,,— o0 f (1, Yn)-

(a.3) Sea Az = {(x,y) €EQiy=c 7 — x} Sea (Tn, Yn)peny € Az con (2, y,) — (0,0). Calcule el limite

(a.4) ;Qué puede decir sobre el limite global lim(, 0,0y f(2,y) 7 Justifique su respuesta.
(b) Sea OX = {(z,0) : z € R} C R? y considere la funcién f: R?\OX — R dada por

flz,y) = <1 — cos (1>) Va?+y?
Y
(b.1) Estudie la continuidad de f en su dominio.

(b.2) Demuestre que

lim T,
(z,y)—(0,0) J@y)

existe y calcule su valor.
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(b.3) Muestre que para todo & € R\{0}, el limite

lim z,
(z,y)—(Z,0) f(zy)

no existe.
[Cl 2019-2] (a) Considere el conjunto A C R? definido por

A={(z,y): 1< Ja| + |y < 2}
Hint: A lo largo de este problema, recuerde que |[(x,y)|1 = |z| + |y|.
(a.1) Muestre que A es cerrado.
(a.2) Muestre que los conjuntos {(z,y) : 1 < |z| + |y|} v {(z,y) : |z| + |y| < 2} son abiertos. Concluya

que

B={(z,y): 1 <[z +y[ <2}
es abierto.
(a.3) (1 pto.) Pruebe que

C={(zy): |z[+ ]yl =1} U{(2,9) : 2| + [y| = 2} € Fr(A)
(a.4) (1 pts.) Concluya que B = Int(A).
Hint: Puede serle 1til notar que
Int(A) = A\(A\Int(A)) = A\ Fr(A)

Nota: La parte b) de esta pregunta se realizé en el Auxiliar 3

[Cl 2017-1 - Correa] Considere la funcién f : R? — R definida por
’ 0 si (z,y) = (0,0).

(a) Si & > 1, demuestre que f es continua en todo su dominio.
Indicacién: Le puede ser 1til recordar que Vz,y € R, 2% + y? > 2|zy|.
(b) Si @ <1, demuestre que f no es continua.

[Cl 2017-1 - Correa] Sea (E, ||-||) un e.v.n., K un conjunto compacto en E. Sea ademas f : K — K
una funcién que verifica:

1f(2) = fWIl < llz =yl Ve,ye K

El objetivo de este ejercicio es demostrar que f tiene un tinico punto fijo en K.
(a) Sea g : K — R la funcién definida por:

g(x) = |z = f(2)]|
Esta funcién alcanza su minimo en K. jPor qué?
(b) Si denotamos Z a este minimo, demuestre que se debe tener que:
[z = f@) <l = f2)| VeeK

Concluya a partir de esto, que = = f(Z).
(c) Demuestre que f tiene un dnico punto fijo en K.
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[Cl 2019-2] (a) Para dos normas || - ||, v || - ||» en R", se define la aplicacién

N:R" =R

z — N(z) = /llzll3 + [lll3.

Demuestre que N es una norma en R".
Hint: Para demostrar la desigualdad triangular, estudie N(z + y)? v pruebe que N(z + y)? < (N(z)+
N(y))2. Para esto, puede serle 1itil la signiente desigualdad de niimeros reales:

pr+qs < /(P +¢*) (r2 +s2), ¥p,qr,seR.

Puede utilizar esta desigualdad sin probarla.
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(b) Sean x,y € R" tales que = # y v sea | - || una norma en R". Demuestre que existen niuneros reales
r1,72 > 0 tales que

B (z,r) N B(y,r2) =0,

donde las bolas se estan considerando con respecto a la norma || - ||.
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(c) Sean A, B C R™. Demuestre que si A es un conjunto abierto y AN B # (), entonces AN B # 0.
Observacion: Recuerde que para B C R", B denota la adherencia de B.
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[Cl 2019-2] (a) Sea 2 = {(.I‘ yYER:z+y> 0} y sea f: 1 — R la funcién dada por

f(z,y) =zIn(z +y)
(a.1) Sea Ay = {(z,y) € 2 : 2 =0,y > 0}. Sea (n,Yn),en € A1 con (z,,y,) — (0,0). Calcule el limite
linlnﬂx f (-"n-yu)-
(a.2) Sea Ay = {(z,y) €Q:y=2" x>0} con a > 1. Sea (Tn,Yn),ey S A2 con (z,,y,) — (0,0).
Calcule el limite lim,, o f (2Zn, yn)-
(a.3) Sea Az = {(r Y eQ:y= e 2 — ;} Sea (Tn, Yn), ey © Az con (T, y,) — (0,0). Calcule el limite

lim,, o f (-"n s Yn )
a.4) ;Qué puede decir sobre el limite global lim, .00y f(x,y) ? Justifique su respuesta.
{ (x,y)—+(0,0)
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(b) Sea OX = {(z,0) : z € R} € R? y considere la funcién f : R*\OX — R dada por

flz,y) = (1 — cos (1)) V2 + 2

(b.1) Estudie la continuidad de f en su dominio

(b.2) Demuestre que
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(b.3) Muestre que para todo z € R\{0}, el limite

lim_ f(z,y)

(z.y)—=(z,0)

no existe.
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[Cl 2019-2] (a) Considere el conjunto A C R? definido por
A={(z,y): 1 < || +[y| £ 2}
Hint: A lo largo de este problema, recuerde que ||(z, )|y = |z + |y|.

(a.1) Muestre que A es cerrado.
(a.2) Muestre que los conjuntos {(z,y) : 1 < |z| + |yl} v {(z,¥) : || + |y| < 2} son abiertos. Concluya

que
B={(z,y): 1 < |z +y| <2}

es abierto.
(a.3) (1 pto.) Pruebe que

C={(zy):|z|+ |y =1} U {(z.y) : |z| + |y| = 2} C Fr(A)

(a.4) (1 pts.) Concluya que B = Int(A).
Hint: Puede serle 1til notar que

Int(A) = A\(A\ Int(A)) = A\ Fr(A4)

Nota: La parte b) de esta pregunta se realizé en el Auxiliar 3
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[P4][C1 2017-1 - Correa] Consider

funcién f : R? — R definida por

e la
{ (0,0),

(a) Si e > 1, demuestre ] e fes 1 dor 11110
Idcac10nL[ 1 util r l qu V qER 2 4 y? > 2lxy|.
(b) Si e < 1, demuestre que f ntinua.
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[Cl 2017-1 - Correa] Sea (E [|-]|) un e.v.n., K un conjunto compacto en E. Sea ademds fK—=K
una funcion que verifica:
If(x) = fll < llz -yl VzyeK

El objetivo de este ejercicio es demostrar que f tiene un tnico punto fijo en K.
(a) Sea g : K — R la funcién definida por:

g9(x) = ||z - f=)||

Esta funcién alcanza su minimo en K. ;jPor qué?
(b) Si denotamos T a este minimo, demuestre que se debe tener que:
17 - f@)|| < llz - F(=)]| VeeK

Concluya a partir de esto, que = = f(Z).
(¢) Demuestre que f tiene un tinico punto fijo en K.
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