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Sea ¢ : R™ — R una funcién continua, definimos f : R™ \ {0} — R como

xT

f(@) = e(7—)

]|

(a) Pruebe que f alcanza su maximo y su minimo en su dominio.
(b) Pruebe que si f no es una funcién constante, entonces el limite

lim f(x)

z—0

no existe.

Calcule el siguiente limite

I
lim e =2+
(z,y)—(0,0)

Hint: Para 2 > 0,e* > 1+ 2
Muestre que los siguientes limites no existen:
2,2
x
lim @———m—— i 5
(@)= (0,0) 2%y* + (z — y)

3_ .3
i ST Y (2)
(z,y)—(0,0) 223 + 4g3
sen(x) — sen(y)

im
(2,y)—(0,0) T+y

(3)
Hint: Recuerde que el limite L existe si para toda secuencia (,, yn)neny — 0 se tiene que f(xn,yn) — L
Sea f: R™ — R una funcién continua, no acotada, es decir,

VLeR,IM eRy : |[z|| > M = [f(z)| > L
Definimos para A € R el conjunto Sy := {x € R" : |f(z)| < A}. Pruebe que Sy es compacto para todo A € R

Analice la existencia de los siguientes limites.

zy?/?

(2)(0.0) 72 + 13
$4 + y4

1m
(z,9)—(0,0) 2 4 32

Hint: Para el primer limite considere el conjunto A = {(z,22/3) e R? : z # 0}
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Sea f :R™ — R una funcién continua tal que

f(0)>0, f(z) <

Pruebe que f alcanza su maximo en R™

0: sillz]|>1

[Propuestoj Sea K C B(0,1) un compacto en R™. Demuestre que existe 0 < r < 1 tal que
K C B(0,r) donde B(0,r) es la bola cerrada. Hint: Considere hacer uso de la continuidad de || - ||

Teorema(Completitud de R™) En R” toda suce-
sién de Cauchy (), converge a un punto x € R”
Teorema(Bolzano-Weierstrass) Toda secuencia
(2n)n definida sobre un compacto K posee una sub-
secuencia (z,, )r convergente y cuyo limite estd en
K

Definiciéon(Grafo) Sea f : & C R® — R™ una
funcién, definimos su grafo como el conjunto

Gr(f) = {(2, f(x)) : 2 € D} CR™™"

Definicién(Conjunto de nivel) Sea f : Q C
R™ — R™ una funcién y a € R. Definimos el con-
junto de nivel a de f como el conjunto

No(f) ={z€Q: f(z) =a}

Observaciéon Si ademéas f es continua, entonces
N, (f) es cerrado Va € R

Definiciéon(Limite de funciones) Sea f : Q C
R™ — R™ una funcién, & € Adh(?) y L € R™.
Decimos que f(z) tiende a L cuando z tiende a Z,
denotado como lim,_,z f(z) = L si

Ve>0,36>0: [jz -] <86 = ||f(x) —L|| <e

Proposicién Sea f : 2 C R™ — R™ una funcién,
z € Adh(Q?) y L € R™. Entonces lim,_,z f(z) = L
equivale a que

V(@n)nen C€Q:z — 7, f(z,) - L

Proposicién(Algebra de limites) Sean f,g: Q C
R™ — R™, entonces

L lim f(z) + g(2) = lim f(z) + lim ()

T—T T—T
2. lim Af(z) = Alim f(z) VAeR
Tr—T Tr—x

En el caso en que f,g: Q2 C R® — R, se tiene ade-
mas

3.lim f(z)g(z) = lim f(z) lim g(z)

T

Resumen

ez g(x)  limgz g(z)
Definicién(Continuidad) Sea f : Q@ C R® — R™
una funcién, £ € Adh(£2), decimos que f es continua
en T si

Ve>0,36>0:|jz—%|| <6 = [|f(2)—f(@)]| <e

Proposiciéon Se tiene que f : 2 C R* — R™ es
continua en x es equivalente a que

v(xn)nEN g Q: Ty — :Ea f(‘xn) — f(‘i)

Teorema Se tiene que f : 2 C R™ — R™ es con-
tinua en z si cada una de las funciones (f;)I™, que
define por coordenadas son continuas en &
Teorema(Composicién de funciones conti-
nuas) Si f: QCR* > R"yg: D CR™ - RP
funciones continuas en z € Q y f(z) € f(Q) C D,
entonces g o f es continua en x € §)
Teorema(Caracterizacién global de la conti-
nuidad) Se tiene que f : Q@ C R™ — R™ es conti-
nua en €2 si y solo si la preimagen de todo abierto
A C R™ es abierto en R™, es decir,

f7(A) es abierto en R”, VA C R™ abierto

Observacion También se tiene la equivalencia para
f continua con que f~1(C) es cerrado en R" para
todo C' cerrado en R™.

Observacién El teorema anterior sigue siendo cier-
to para espacios topologicos.
Proposicién(Algebra de funciones continuas)
Si f,g son funciones continuas, entonces f + g es
continua y A\f es continua VA € R

Teorema Sea K C R" compactoy f: K — R™
una funcién continua, entonces f(K) C R™ es com-
pacto.

Teorema(Weierstrass) Toda funcién continua f
definida sobre un compacto K de R™ alcanza su
minimo y maximo en K

Auziliar 4: Limites y continuidad




Navle Avxilier H

Sea p : R" — R una funcién continua, definimos f : R™\ {0} = R como

.
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(a) Pruebe que f alcanza su maximo y su minimo en su dominio.
(b) Pruebe que si f no es una funcién constante, entonces el limite

f(@) = e(7—)

lim f(z)
z—0

no existe.
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Calcule el siguiente limite

— 1
lim e 2+u?
(z,y)—(0,0)

Hint: Para z > 0,e* > 1+ z
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Muestre que los siguientes limites no existen:

2,2
. I U
im @———F— 1
(z,)—=(0,0) 22y2 + (z — y)? @)
: 3% — 3
lim = 0 (2)
(z,9)—(0,0) 223 + 4y
sen(z) — sen(z
lim —( ) () (3)
(z,y)—(0,0) r+y

Hint: Recuerde que el limite L existe si para toda secuencia (2, Yn)nen — 0 se tiene que f(z,,y,) — L
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Sea f:R"™ — R una funcién continua, no acotada, es decir,
VLeR,3M €Ry :|[z|]| > M = |f(z)| = L

Definimos para A € R el conjunto S := {x € R" : |f(x)| < A}. Pruebe que S) es compacto para todo A € R
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Analice la existencia de los siguientes limites.
zy?/?

lim o p—— 4
(24)(0.0) T2 + P “)

4, .4
. =+
lim J‘) y_

(z.y)—(0,0) T2 + 32

(5)

Hint: Para el primer limite considere el conjunto A = {(z.z%/3) € R? : 2 # 0}, para el segundo limite
considere técnicas de acotamiento.
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Sea f:R™ — R una funcién continua tal que
f(0)>0, f(z)<0: si|lz|]| >1

Pruebe que f alcanza su minimo en R”
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