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[Cl 2019-2] Sea K C R” un conjunto compacto. Definimos
diam(K) = sup{||z — y|| : ,y € K}
Muestre que existen dos puntos z,y € K tales que
1z — gl = diam(K)

Hint: Justifique que existen dos sucesiones (x,,), € (yn)n en K tales que ||z, —yn|| — diam(K), luego utilice
la compacidad de K.

Estudie la convergencia de la sucesién (7, Yn)nen C R? dada por
2n% + (=1)" 1
VneN, (zp,yn):= (%n(z),ne_" sin(n>)

Considere la sucesién (2, Yn)nen C R? definida por

2ud + vk
" [un| + 3y

U (cos(vy,) — 1)
u2 4+ v2

Vn € N, (xnvyn) = ( ) )

donde (uy )nen, (Un)nen sucesiones reales tales que lim, oo 4y, =lim, o v, =0y @ € R
1. Muestre que (Zy,, Yn)nen converge cuando « = 2 e indique su limite
2. jQué pasa si a =17
Considere (z,,), C N una sucesién convergente a € R™, pruebe que el conjunto
K:{xn:neN}U{x}

es compacto.

[Propuesto] Sea L : R™ — R™ una aplicacién lineal
1. Demostrar que Ker(L) = {x € R™ : L(z) = 0} es un conjunto cerrado.
2. Demostrar que L es inyectiva <= Im > 0 tal que ||L(z)|| > m||z|| Vz e R"

[Propuesto] Estudie la convergencia de las siguientes sucesiones:

1 — cos(nm)

ap = (sin(nr), cos(nw), o ) C R3 (1)
bn:(e%;n_l,@n—i—l)sin(;?l)) C R? 2)
n = (V302,20 L)) ¢ 2 (3)
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Resumen

Definicién(Sucesién en R™) Una sucesiéon en R”
es una secuencia de la forma

donde (s}),...,(s}) son sucesiones en R.
Definicién(Convergencia en R™) Decimos que la
sucesién (zp)ren € R™ converge a x € R si:

Ve > 0,3ng : Yn > ng, ||z — z|| < ¢

para || - || alguna norma en R™ y lo denotamos
T — I.

Observacién Equivalentemente, para (z,)neny C
R™ se tiene

Tp =T = ||, —z|| =0

Proposicién(Algebra de sucesiones) Sean
(Zn)neN € Yn)nen sucesiones en R™ convergentes a
T e y respectivamente, se tienen las siguientes pro-
piedades

*x,+ Ay, >+ Ay VAER
* anx, — ax para (ap)nen C R tal que a,, — a

* (T, Yn) = (7,9)

Proposicién Sea (z,)neny € R™ y z € R™. Luego
Ty = T = a:f;—mvi Vi=1,---,n

Es decir, una sucesién converge si y solo converge
por coordenadas.
Proposicion Toda subsucesién de una sucesién
convergente converge al mismo limite que la suce-
sion original
Definicién(Sucesién acotada) Decimos que la
sucesion (x,)nen C R™ es acotada si K > 0 tal
que

VneN,||z,|| < K

Teorema(Bolzano-Weierstrass) Toda secuencia

(zn,)n definida sobre un compacto K posee una sub-
secuencia (x,, )r convergente y cuyo limite estd en
K

Teorema Toda funciéon continua f definida sobre
un compacto K de R™ alcanza su minimo y maximo
en K.

Definicién(Conjunto compacto) Decimos que A
es compacto si es cerrado y acotado.
Definicién(Sucesién de Cauchy) Considerando
(E,|||]) un e.v.n, decimos que (x,,),, es de Cauchy si
Ve > 0 existe ng > 0 tal que si n, m > ng, entonces

[|[2n — zml|| <€

Proposicion Toda sucesién convergente es de
Cauchy

Proposiciéon Toda sucesién de Cauchy es acotada
Teorema(Completitud de R™) En R" toda suce-
sién de Cauchy (), converge a un punto z € R”

Definicién(Grafo) Sea f : & C R” — R™ una
funcién, definimos su grafo como el conjunto

Gr(f) = {(%f(ﬂ;‘)) x € D} - RAT™

Definicién(Conjunto de nivel) Sea f : Q C
R™ — R™ una funcién y a € R. Definimos el con-
junto de nivel a de f como el conjunto

No(f):={zeQ: f(z) =a}

Observacion Si ademdas f es continua, entonces
No(f) es cerrado Va € R

Definicién(Limite de funciones) Sea f : Q C
R™ — R™ una funcién, z € Adh(Q) y L € R™.
Decimos que f(z) tiende a L cuando z tiende a z,
denotado como lim,_,z f(z) = L si

Ve>0,30>0:|lz—Z||<d = ||f(x)—L||<e
Proposicion Sea f: 2 C R” — R™ una funcién,
z € Adh(Q?) y L € R™. Entonces lim,_,; f(z) = L

equivale a que

V(@ )nen CQ 2z = 7, f(zn) = L
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