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Caracterizacion para la adherencia y la frontera
Dado A C R™ no vacio, se define la distancia a un punto z € R™ al conjunto A para || - || una norma fija en

R™ como
d = inf ||y —
a(@) = inf [ly — =i

Pruebe las siguientes caracterizaciones en términos de esta funcién
1. Adh(A) ={z e R": ds(z) =0}
2. Fr(A) ={z € R" : da(x) =0 A dsc =0}

Indicacion: Le sera util recordar que si I C R es un conjunto no vacio y acotado por debajo, entonces para
a = inf(I) se tiene que (Ve > 0)(3x € I) tal que a + & > x, de hecho, esta afirmacién caracteriza al infimo.

Demuestre las siguientes propiedades para A, B C R"
1. int(A) Uint(B) C int(A U B)

2. Adh(AN B) C Adh(A) N Adh(B)

3. int(A N B) = int(A) Nint(B)

4. Adh(AU B) = Adh(A) U Adh(B)

5. int(A) = @ si A es numerable

Seno del topdlogo

Considere A C R? definido por
. 1
A= {(x,sm(ﬁ)) tT > 0}

1. Bosqueje el conjunto A

2. Demuestre que int(A) = & y encuentre Adh(A)
[Propuesto] Considere A, B C R™, se define el conjunto
A+ B= {a—l—b:aeA,beB}
Demostrar que si A es abierto entonces A + B es abierto

[Propuesto] Sea || - || una norma en R™ y P € R"*™ una matriz invertible, pruebe que
-1lp:R* =R, @ = |lz|lp = || Pz|

define una norma en R"
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[Propuesto] Considere || - |1 ¥ || - ||2 normas equivalentes sobre E un espacio vectorial

1. Muestre que para toda sucesion (2, )neny € E'y © € E se tiene que

|z —z|h = 0 <= ||zp —z|]2 = 0

2. Muestre que VA C E,

A es abierto en (E, || - ||1) <= A es abierto en (E, || - ||2)

Aclaracién: Diremos que dos normas || - ||1 ¥ || - ||2 son equivalentes si existen constantes Cq,Cs > 0 tales

que Cil|z]|1 < |[|z]]2 < Col|z|1Vr € E

Definicién(Conjunto acotado) Decimos que A C
E es acotado si 3r > 0 tal que A C B(0,7)
Definicién(Conjunto abierto) Sea (E,|| - ||) un
espacio vectorial normado y A C E, decimos que A
es abierto si

Vo € A,3e > 0 tal que B.(z) C A

Definicién(Conjunto cerrado) Decimos que A es
cerrado si A€ es abierto

Definicién(Punto de Adherencia) Decimos que
x es un punto de adherencia de A si existe una se-
cuencia (,)nen C A tal que (), — .
Observacion Equivalentemente, x es de adherencia
si para todo abierto V, que contenga a x es tal que
V.NA# @

Definicién(Adherencia) Definimos Adh(4) la
adherencia de A como el conjunto formado por to-
dos los puntos adherentes de A.

Observacién Se tiene que A C Adh(A) pues si x €
A, entonces basta construir la secuencia constante
Tn = Vn € N, como x € A, (x,), C A por defi-
nicién y claramente (x,), — z, luego x € Adh(A)
Definiciéon(Frontera) Dado un conjunto A C R™,
definimos Fr(A4) su frontera como el conjunto de
puntos z € R" tales que para cualquier r > 0, se
tiene

B(z,r)NA#@ y Bx,r)nNA® 4o
Observacién Equivalentemente, Fr(A4) = Adh(A)\

int(A)
Teorema Si A es cerrado, entonces Fr(A) C A, més

Resumen

aun, si Fr(A) C A, entonces A es cerrado
Proposicién Se tiene que A es cerrado si es igual
a su adherencia

Definicién(Conjunto compacto) Decimos que A
es compacto si es cerrado y acotado.
Definicién(Sucesién de Cauchy) Considerando
(E,|||]) un e.v.n, decimos que (), es de Cauchy si
Ve > 0 existe ng > 0 tal que si n,m > ng, entonces

|z — zm|] < e

Definicién(Espacio de Banach) Decimos que
(E,]|-|]) es un espacio de Banach si toda sucesién de
Cauchy (z,,), converge a un punto z € E, en dicho
caso decimos que || - || hace que F sea completo.
Proposicion Toda sucesién convergente es de
Cauchy

Proposicion Toda sucesién de Cauchy es acotada
Teorema(Completitud de R™) En R" toda suce-
sién de Cauchy (x,), converge a un punto x € R®
Observacién Se puede probar que (C([0,1]), ||*]]o0)
es un espacio de Banach y que (C([0,1)),] - |]1)
no lo es, es decir, existen sucesiones de Cauchy
(fn)n C C([0,1]) usando la norma || - |1 que no
poseen un limite f € C([0,1])
Teorema(Bolzano-Weierstrass) Toda secuencia
(n,)n definida sobre un compacto K posee una sub-
secuencia (z,, ), convergente y cuyo limite estd en
K

Teorema Toda funcién continua f definida sobre
un compacto K de R™ alcanza su minimo y maximo
en K
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