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P1 Considere (E, || - ||) un espacio vectorial normado

1. Demuestre que si (4;);er son abiertos, entonces | J
cerrados, entonces [, ; C; es cerrado.

ser Ai es abierto, pruebe ademds que si (Ci)ier son

il

2. [Propuesto] Considere E = R", exhiba un caso en donde (4;);en sean abiertos pero ()2, 4; no lo
sea, de igual forma encuentre (C;);en cerrados tal que Uf; C; no sea cerrado

3. Demuestre que si A es abierto, entonces Int(Fr(A)) = &
P2 Consideramos (E, || - ||) un espacio vectorial normado

1. (Desigualdad triangular inversa) Muestre que se satisface la siguiente desigualdad

Il =llylll < [lz =yl Vo,ycE

2. Demuestre que la aplicacién || - || es continua. (Indicacién: Pruebe que si (z,)n,eny — @, entonces
[|zn|| = ||z|] para (z,)neny € E una secuencia convergente arbitraria, puede ser 1til la parte anterior)

3. Considere v > 0, pruebe que el conjunto {z € E : ||z|| = a} es cerrado. (Recuerde que A es cerrado
ssi A = Adh(A))

Es sabido que en el caso E = R™ todas las normas son equivalentes, es decir, dadas normas || - ||1 ¥ || - ||2
existen constantes Cy y C5 tales que

llzlly < Cillzll2,  [lzll2 < Collz|ly
La propiedad anterior se pierde en e.v.n’s de dimensién infinita, a continuacién un ejemplo en C([0, 1])

P3 Considere C(]0,1]) el espacio de funciones continuas sobre [0, 1] a valores en R junto a las siguientes
normas

1
11 :/0 [f(@)ldz, [[flloc = supzepo,lf(2)]

1. Pruebe que C(]0, 1]) es un espacio vectorial dotado de la suma y ponderacién por coordenadas, demues-
tre que ||+|]1 ¥ ||-||co sOn efectivamente normas sobre C([0, 1]), y pruebe que || f||1 < ||f]lVf € C([0,1])

2. Pruebe que no existe C > 0 tal que

flleo < ClIfI V€ C([0,1])

Concluya que ambas normas no son equivalentes en C([0, 1])

P4 [Propuesto]| (Ley del paralelogramo) Considere (E, || - ||) un e.v.n con norma inducida por un
producto interno de modo que || - || = 1/(:, ), pruebe que se cumple la ley del paralelogramo

[l + 0l + [Ju = o] = 2lJul|* + 2[[o]* Vu,ve E
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P2 Consideramos (E, || - ||) un espacio vectorial normado
1. (Desigualdad triangular inversa) Muestre que se satisface la siguiente desigualdad
[zl = llylll < llz -3yl Vz,yeE

2. Demuestre que la aplicacién || - || es continua. (Indicacién: Pruebe que si (r,),en — x, entonces
[|zn|| = [|z|| para (z,,)nen € E una secuencia convergente arbitraria, puede ser 1til la parte anterior)

3. Considere o« > 0, pruebe que el conjunto {x € E : ||z|| = a} es cerrado. (Recuerde que A es cerrado

ssi A = Adh(A))
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P3 Considere C([0, 1]) el espacio de funciones continuas sobre [0, 1] a valores en R junto a las siguientes
normas

1
1fll = fn F@ldz, (|flloe = supecpl ()]

1. Pruebe que C([0. 1]) es un espacio vectorial dotado de la suma y ponderacién por coordenadas, demues-
tre que ||+|[1 ¥ ||-|| oo son efectivamente normas sobre C([0, 1]), y pruebe que || f||1 < ||f]|=Yf € C([0,1])

2. Pruebe que no existe C' > 0 tal que

Ifllse < ClIflly Vf € C([0,1])

Concluya que ambas normas no son equivalentes en C([0,1])
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2. Pruebe que no existe C' > 0 tal que
Iflls < ClIfll VfeCl0,1]

Concluya que ambas normas no son equivalentes en C[0, 1]
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P4 [Propuesto] (Ley del paralelogramo) Considere (E,|| - ||) un e.v.n con norma inducida por un
producto interno de modo que || - || = /(. -), pruebe que se cumple la ley del paralelogramo

lu+ | + ||u —v||* = 2||u|* + 2||v||* Yu,veE
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