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1. Continuidad y sucesiones en R

Def 1 Una sucesion es una funcion s : N — R en donde
denotamos s(n) = sy.

Ademas diremos que s, — { si ocurre que Ve >
0,3dnp € N,Vn > ng,|s, — €| <e¢

Def 2 Sea f: ACR — R yz € A. Diremos que f es una
funcion continua en T si

V(2n) C Ayzn = T = f(2n) = f(Z)

Prop 1 (Caracterizacién de la continuidad) Sea f :
ACR >R yz € A. Se tiene que [ es continua en T si
y solo si se cumple que Ve > 0,30 > 0,Vx € A

[z -] <6 =|f(x) - f(Z)| <e

Def 3 (s,) se dird acotada si AM > 0,Yn € N, |s,,| < M

Def 4 Sea (s,,) una sucesion y sea ¢ : N — N una fun-
cion estrictamente creciente. Decimos que (Su(n))n €5 una
subsucesion de (sy,).

Teo 1 Sea (s,) una sucesion y sea £ € R. Entonces
Sn — 1 st y solo si todas las subsucesiones de (s,) con-
vergen al mismo limite.

Teo 2 (Bolzano-Weierstrass) Toda sucesion acotada
tiene al menos una subsucesion convergete

Def 5 Sea f: A CR — R. Si f es continua Yz € A,
diremos que f es continua.

Prop 2 (Algebra de funciones continuas) Sean f :
ACR—-R,g: BCR — R continuas enz € AN B. Se
tiene que

= f+ g es continua en T

= \f es continua en T

= f-g es continua en T
f

= 2 con g(Z) # 0 es continua en T

Ademds, composicion de funciones continuas es continua

Teo 3 (Teorema del Valor Intermedio) Sea f
[a,b] = R wuna funcién continua. Si ¢,d € f([a,b]). En-
tonces Vo € [c,d], 3T € [a,b] tal que f(T) = xq

Teo 4 (Weierstrass) Sea f : [a,b] — R una funcién
continua. Entonces f es acotada y alcanza su minimo y
su mdzimo en [a,b].

Def 6 (Continuidad Uniforme) Una funcion f: A C
R — R se dice uniformemente continua si Ve > 0,30 =
d(e) > 0 tal que

(Vo,y € A) |z —yl<d=|f(z) - fly)l<e

Es decir, f serd uniformemente continua si 6 unicamente
depende de € y no de x € A.

Prop 3 Toda funcion uniformemente continua es conti-
nua.

Teo 5 (Caracterizacién de uniforme continuidad)
Consideramos f : A CR — R con A cerrado y acotado.
Entonces [ es uniformemente continua si y sélo si es
continua en todo punto x € A

2. Derivadas y aplicaciones

Def 7 Diremos que f : (a,b) — R es derivable en = €
(a,b), si existe

i L) — f(@)

y—r Yy —x
Prop 4 Si f derivable en T entonces es continua en T

Prop 5 (Algebra de derivadas) Sean f,g: (a,b) > R
derivables en T € (a,b). Entonces:

= f =+ g es derivable en T con

(f£9) (@) =f(z)+d (2)

w f-g es derivable en T con

(f-9) = f(@)9(2) + f(2)g' ()

» Sig(T) # 0 entonces 5 es derivable en T con

(f)l _ ['(@)g(@) - f(2)g (%)
9 9°(z)

Teo 6 (Regla de la cadena) Sean f : (a,b) — (c,d)
derivable en T € (a,b) y g : (¢,d) — R derivable en
g = f(Z) € (¢,d). Entonces go [ es derivable en T con

(go f)(@) =g (f(2)- f'(z)
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Teo 7 (Derivada de la funcién inversa) Sea f

(a,b) — (e,d) biyectiva y continua. Si f es derivable
en T € (a,b) con f'(Z) # 0, entonces la funcidn inversa
f~ti(c,d) — (a,b) es derivable en § = f(Z) € (c,d) con

11
'@ @)

Def 8 (Minimo local) Consideramos f : A C R — R.
Diremos que T es minimo local de la funcion f si existe
un entorno V() de T tal que

() @ =

f(@) < f(x) VzeV(z)

De manera andloga se define el mdzimo local, si la des-
tgualdad es estricta, decimos que es un minimo estricto

Teo 8 Si f: (a,b) = R es una funcion derivable, enton-
ces para T € (a,b) minimo local o mdximo local se tiene

f'(®)=0

Teo 9 (Teorema del Valor Medio) Sean  f,g :
[a,b] — R funciones continuas en [a,b] y derivables en
(a,b). Entonces, existe ¢ € (a,b) tal que

(f(b) = f(a))g'(c) = f'(c)(g(b) — g(a))
En particular, st g(x) = x se tiene que

f(0) — f(a)

I

Teo 10 (L’Hoépital) Sean f,g :
tales que:

(a,b) — R derivables

lim f(z) = lim g(z) = L

T—a T—a

con L =0 0L = o0, con g'(x) # 0 para todo x € (a,b).
Luego:

tim 78 _ L@
e=ag(z)  =ma g(z)

Siempre que este ultimo limite exista

Teo 11 Sea f : [a,b] — R continua en [a,b] y derivable en
(a,b). Si f'(z) >0 (resp. <0),Vx € (a,b), entonces f es
creciente (resp. decreciente). Si la desigualdad es estricta,
la monotonia también.

Def 9 (Funcién convexa) Diremos que f : [a,b] — R
es conveza siVr,y € [a,b],x <y y VA € [0,1] se tiene que

fQz+ (1= Ny) <Af(x)+ Q= A)f(y)

Def 10 (Funcién concava) Diremos que [ es concava
si —f es conveza.

Teo 12 En el caso donde f : [a,b] — R es continua en
[a,b] y derivable en (a,b). Entonces f es convexa en [a,b]
sty sdlo si f' es creciente en (a,b).

Def 11 (Derivadas de orden superior) Se  definen
las derivadas de orden superior de forma inductiva me-
diante:

@)= (74 @)y f9 = fa)

Def 12 Diremos que f : (a,b) — R es de clase C*(a,b)
si es k-veces derivable en todo (a,b) y la funcidn fI* :
(a,b) = R es continua. C®, si ademds lo anterior se
cumple para todo k € N, decimos que f € C*°.

Obs. 1 Si consideramos la familia de conjuntos C*(a,b),
por algebra de funciones continuas y de funciones deri-
vables, C*(a,b) es un espacio, mds ain, se puede dotar
una norma || - || sobre €l y obtener un espacio vectorial
normado (C*(a,b),|| -||).

Def 13 (Desarrollo limitado) Diremos que f
(a,b) — R posee un desarrollo limitado de orden k
en torno al punto T € (a,b) si existen constantes
ag, a1,...,ar € R tales que

fl@)=ao+a(z—z)+ -+ +ap(z — )" + 0 ((z — 2)")

. o(u®) .
Donde o(-) es tal que lim,,_,o —=> = 0. Usando el cambio
de variables h = x — Z, el desarrollo limitado queda

f(@+h) = a0+ a1h + ash® + -+ + aph® + o (h")
Teo 13 Sea f : (a,b) — Rk-veces derivable en T € (a,b),

definimos la expresion
M (z)
k!

como su desarrollo de Taylor de orden k en torno a T

hk

Tf(h) = f(2) + f/(Z)h + @;ﬁ N

Def 14 (Punto critico) Diremos que x, es punto cri-
tico de una funcion diferenciable f si se cumple que

[ (x.) =0.

3. Primitivas

Def 15 (Primitiva) Decimos que una funcion F conti-
nua en un intervalo abierto I C R y derivable en (I) es
una primitiva de una funcion f sobre I si

Vz € int(I), F'(z)= f(z)

Obs. 2 Si F es una primitiva de f, entonces ¢ € R se
tiene que F'+ ¢ es una primitiva.

Def 16 Denotamos al conjunto de todas las primitivas co-
m

)
/f:F+c obien/f(x)d;y:F(x)+C

Obs. 3 Notar que [ f'(z)dx = f(z) +c

Prop 6 Se tiene que f es un operador lineal para f en

el sentido que [f+tg = [f=£ [g y tambien [\f =
A[f, VAER
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Teo 14 (Cambio de Variable) Siu = g(x), entonces

[ twdu= [(7og) @y @

Teo 15 (Integracién por Partes) Sean u y v dos fun-
ciones de x, entonces:

/u(m)v’(x)dw = u(x)v(z) — /u'(m)v(w)dm

Prop 7 (Sustituciones trigonométricas) Se reco-
maendan los siguientes cambios de variables
» para a® + 2%, usar x = atan(v) o x = asenh(v)

» para a® — 2%, usar x = asen(t) o x = acos(t

)
» para % — a?,usar v = asec(v) o x = acosh(v)
Pz

v

Prop 8 (Fracciones parciales) Si se tiene

Q=
gr(Q) > gr(P) se aconseja expresar % en suma de frac-

ciones.

con

|

Prop 9 (Integrales trigonométricas) Sea R(cos(z),sen(z))

en forma de fraccion, donde tanto numerador y denomi-
nador solo contiene sen(x) y cos(x). Si se desea integrar
se aconseja el cambio de variable t = tan(5), con esto se
tiene que

» Se sustituye el diferencial dr = 12+dt’52y
s sin(z) = %
2
v cos(z) = {74z
Prop 10

o $a+1
1-/ dr = +1—|—C’ Va # —1

/— In|z|+C

3.- /sin(a:)dx = —cos(z)+C
4.- /cos(x)da: = gin(x) + C

1
5.- /e‘wdx ="+ C

a

- /% = arcsin(z) + C
V1i—z
-z

7.- /ﬁdz: \/1—.T2+O
8.- /sinh(m)dm = cosh(x) + C

9.- /cosh(x)dx = sinh(x) + C

10.- /Sec )dz = tan(z) + C
/cosec = —cotg(x) + C
12.- / ° = arctan(z) + C
1+a22

4. Integral de Riemann

Def 17 Sea [a,b] C R un intervalo. El conjunto P =
{zo,...,xn} es una particion del intervalo [a,b] si a
ro < 11 < ... < T, = b. Diremos que la norma de la
particion P es:

|P| = max;e(1,... n} Ti — Ti1

denotamos al congunto de todas las particiones de [a,b]
como Plq -

Def 18 Diremos que f : [a,b] = R es una funcidn escalo-
nada si existe P = {xg,...,xn} particion con f constante
en (xi—1,2;) Vi

Def 19 Sean P y Q dos particiones de [a,b], diremos que
Q refina P si P C Q.

Def 20 (Suma superior e inferior) Sea f una funcion de-
finida y acotada en [a,b]. Sea P = {xg,x1,...,2,} una
particion de [a,b]. Como f es acotada en [a,b], también
lo es en cada intervalo I; = [x;—1,2;]Vi = 1,...,n, luego
podemos definir:

m;(f) =if {f(z) :z € [x;—1, 7]}
M;(f) =sup{f(z) : x € [w;—1, 2]}

(La ezistencia de m;(f) y M;(f) estd garantizada por ser
f acotada en [x;—1,x;] ). Con esto se definen las sumas
stquientes:

1. S(f,P) = >, Mi(f) (x; — wi—1) se llama suma
superior de f correspondiente a la particion P

2. s(f, P) =1, mi(f) (xi — x;—1) se llama suma in-
ferior de f correspondiente a la particion P

Def 21 Sea P,y el conjunto de todas las particiones de
[a,b]. Sea f una funcion definida y acotada sobre [a,b].
Los nimeros reales

/abf =sup {s(f, P)

:Pe P[a,b]}

P):Pe P[a,b]}

/:f — inf {S(,

se llaman integral inferior de f en [a,b] e integral superior
de f en [a,b], respectivamente.

Prop 11 Si f : [a,b] = R es mondtona, entonces es in-
tegrable en [a,b].

Prop 12 Si f : [a,b] = R es continua, entonces es inte-
grable en [a, b].
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Teo 16 Se tiene que f : [a,b] = R es Riemann-integrable
si y solo si f es acotada y continua casi en todas partes, es
decir, el conjunto de discontinuidades tiene medida nula.

Obs. 4 Si f : [a,b] — R es discontinua en un interva-
lo D C [a,b] entonces no puede ser Riemman-integrable,
un ejemplo de esto es la funcion lgnpp(-) que no es
Riemman-integrable en [a,b].

Teo 17 (Condicién de Riemann) Si f es continua en
(Ve > 0)(36 > 0) (VP € Plap))

[a,b] Entonces:
n b
§:funua—@4>—/'fSe},
i=1 a

donde los valores T; son numeros arbitrarios en el corres-
pondiente i - ésimo intervalo [xi_+1, x;] definido por la par-
ticion P. (por ejemplo T; = “=54 )

{|P|§6:>

Prop 13 Propiedades de la integral de Riemann
b
» [Jc=c(b—a)
J2f< [y sif(z) < g(x) en todo [a,b]
b b
AT
b b b
[ tag=[f+afg
Def 22 Si f integrable y a > b se define
. f:f::—fbaf sia>b

. f:f::()sia:b

Prop 14 Sea f : [a,b] = R una funcidn integrable, en-
tonces la funcién G : [a,b] — R tal que G(z) = [ f(t)dt
es continua en [a,b].

Teo 18 (Primera versién del TFC) Si f es una fun-
cion continua en un intervalo I CR y a € I, entonces G
es derivable en int (I) y Va € int(I) :

Prop 15 Sila funcion F, continua en I es una primitiva
cualquiera de f en I, entonces:

Vabel, / " F(t)dt = F(b) — F(a)

Prop 16 (Segunda versién del TFC) Sea f integra-
ble en [a,b], si existe una funcion F continua en [a,b]
y derivable en (a,b) tal que: F' = f en (a,b), entonces:

b
/ f(x)dz = F(b) — F(a)

Prop 17 (Integracién por partes) Sean f y g dos
funciones continuas en I intervalo y diferenciables en int
(I). Sean a,b € int(I). Si ' y g’ entonces:

/abfg’zfgll;—/abgf’

Prop 18 (Cambio de variable) Sea g continua en Iy
derivable en int (I), con ¢ continua. Sean a,b € int(I)
con a < b. Sea f continua en g([a,b]), entonces:

b g(b)
/ F(g(2))g (x)dz = / ., foa

Def 23 (Promedio de una funcién) Sea f una fun-

cion integrable en el intervalo [a,b]. Se llama promedio
de f en[a,b] a la cantidad

b
2 i , / f(z)dx

Se anota como f o (f).

Teo 19 (Teorema del Valor medio Integral) Si f es
continua en [a,b] y g es integrable en [a,b], que no cambia
de signo, entonces 3¢(a,b) tal que

/abfg=f(€)/abg

Teo 20 (Taylor con Resto Integral) Sea I un inter-
valo abierto tal que [xg,x] C I y sea f € C"I(I), con
P,, su polinomio de Taylor de orden n. Entonces

f(z) = P,(z) + % /; FOFO@) (2 — t)"dt

en donde llamamos resto integral de Taylor a la cantidad:

Ry (z) = /x FUED () (@ — t)ae

0

5. Aplicaciones de la Integral

Consideraremos la regién o area plana
R={(z,y) €R? 1z € [a,b],y € [0, f(2)]}

Prop 19 (Area de una regién) Si f : [a,b] — R es
una funcion R.1., el drea de la region R se calcula como:

b
AY(R) = / I

Prop 20 Es posible integrar a lo largo del eje OY me-
diante la formula

Ymax

A= (z2(y) — 1(y)) dy

Prop 21 (Rotacién en torno eje OX) Dada la regidn

R en el plano, el volumen generado al hacer rotar R en
torno al eje OX serd:

b
a

v | "Aw) = [ @)tz
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Prop 22 (Rotacién en torno eje OY) Dada la regidn
R en el plano con 0 < a < b, el volumen generado al hacer
rotar R en torno al eje OY serd:

V= /abA(x) - 27T/aba:f(x)dx

Def 24 (Largo de curva) Sea f € C!, se define su lon-
gitud de la curva f entre a y b por:

:/ab\/1+|f’(x)|2dx

Def 25 (Superficie de un manto generado) Sea f €
C', el drea del manto generado por la rotacién en torno al
eje OX de f entre a y b viene dado por:

b
Sox(f)=k/)2ﬂftw 1+ /()P

Def 26 (Coordenadas polares) Dado reales r y 0, se
determina el punto P del plano de coordendas (x,y) me-
diante las formulas

x=rcos(d), y=rsin(d).

Def 27 (Area en coordenadas polares) Sea p

[, 8] — RY una funcién integrable, con 8 — a < 27
y que define una curva en coordenadas polares p = p(0),
entonces el drea de la region R = {(pcos(), psin(h)) : 6 €
[a, 5], p € [0, p(0)]} estd dada por:

1[5
A= p(0)%do

6. Integrales Impropias
Def 28 (Integral Impropia de Primera Especie)

Sea [ :[a,00) = R diremos que f es integrable en [a, 00)
st se cumple:

1. Vz € (a,

2. [ f(

00), f es integrable en [a,x].
x)dx = hmmﬁ+oof f(x)dz emiste.

De manera andloga se define la cantidad

/boo f(x)dx

Prop 23 Dado a > 0. Luego foo 4z converge si y sélo si

a x°
s> 1.

Def 29 (Integral Impropia de Segunda Especie)
Sea f :[a,b) = R no acotada, diremos que f es integrable
en [a,b) si se cumple:

1. Vx € (a,b), f es integrable en [a, z].

2. lm, - [ f(x)dx existe.

En caso de que lo anterior exista denotaremos

Sy f@)de = lim,_y- [ f(z)dz

Def 30 (Integral Impropia de Tercera Especie)

Son aquellas que se pueden escribir como integrales im-
propias de 1° y 2° especie. Estas integrales convergen si
cada una de las integrales en las que se separan convergen.

Teo 21 (Criterio de Comparacién) Sean g, f conti-

nuas tal que 0 < f(z) < g(x) a partir de x > a. Lue-
. oo o0

go si [ g converge, entonces [ f converge, de manera
, . oo . oo e

reciproca si [ f diverge [ g también.

Teo 22 (Criterio de Cuociente) Sean f,g continuas
tal que:

lim f@) _ =L+#0
z—oo g(x)
Luego si faoog Y faoo f convergen o divergen juntas.
Obs. 5 Los criterios de convergencia anteriores sirven

también para integrales de sequnda especie, reemplazando
oo por b~

Def 31 Diremos que f:o f es absolutamente convergente
si [7°|f| converge.

Prop 24 Si [°|f| converge, entonces [° f converge.

Prop 25 = Para a > 0 la integral faoo g—if converge st
y solo si o> 1.

» Para a < b la integral f;f (biii)a converge si y solo

sta < 1.

Prop 26 . fao; f(z)dz converge silim, oo 2 f(2) =
L >0 con

" ffoo f(z)dx converge silim, o0 *f(—2z) = L > 0

con a > 1.

. f:_ f(z)dx converge si lim,_,,— (b — )¢ f(—2x) =
L > 0 con a < 1. - f:+f(:c)
lim, .+ (b—2)*f(x) =L >0
con a < 1.

dx converge si

7. Series

Def 32 Dado una sucesion (an),cy, se define sus sumas
parciales como Sy, =Y __ ax. El valor de la serie asocia-
da eziste cuando la sucesion (Sy) posee el limite, y en tal
caso la serie se dice convergente y su valor es el limite de

(Sn).
Prop 27 Si ) ay converge, entonces a, — 0.

Prop 28 Sean Y ar y Y bp dos series convergentes y
A € R. Entonces la siguiente suma converge:

D an+Ab) =D ar+ A b
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Teo 23 Sean (a,) y (bn) dos sucesiones no negativas de
manera que existe ng y « > 0 tales que, para todo
n > ng,an < aby,. Se tiene que si Y by < 0o, entonces
>ag < oo.

Teo 24 (Comparacién por Cuociente) Sean (a,) y
(b) dos sucesiones positivas tales que ¢ = lim = existe.

» Sic=0y > by converge, entonces Y ay converge.
w Sic>0,> by converge siy solo si Y a converge.

Teo 25 (Criterio del Cuociente) Sea (a, ) una suce-
sion tal que r = lim % existe.

» Sir <1 entonces Y ax converge.
» Sir>1o0r=o00 entonces Y ay diverge.

s Sir =1 es indeterminado.

Teo 26 (Criterio de la Raiz) Sea (a,) una sucesién
de términos no negativos tal que r = lim(a, )'/™ eziste.

v Sir <1 entonces Y ay converge.
» Sir>1o0r=occ entonces ) ay diverge.

= Sir =1 no se sabe.

Obs. 6 En este criterio se puede reemplazar r por r =
limsup,, a, = limsup,, {ar : k > n}

Teo 27 (Criterio de la Integral) Sea k € N y f :
[k,00) — Riuna funcidn decreciente. Se tiene que
> nsk f(n) converge si y sdlo si 1.7 f(x)da converge.

Def 33 Sea (ax) una sucesidn. Diremos que Y ay es ab-
solutamente convergente si Y |ag| converge.

Prop 29 Toda serie absolutamente convergente es con-
vergente. Ademds una serie es absolutamente converge si
y solo si la series de sus términos negativos y la de sus
términos positivos convergen.

Teo 28 (Criterio de Leibniz) Sea (a,) una sucesion
decreciente tal que a, — 0. Entonces Y (—1)"a, es con-
vergente.

Series de Potencia

Def 34 (Series de Potencias) Una serie de potencias
es una serie de la forma: >, _, ar(z — )*, para este cur-
so estudiaremos el caso de o = 0.

Prop 30 Sila serie Y akxlg convergen, entonces para to-
do a € (0,|zo|) y para todo x € [—a,a] la serie Y apx®
converge absolutamente.

Def 35 (Radio de convergencia) Se define el radio de
convergencia R como

o
R = sup {xo : Zakxg < oo}

k=0

Def 36 (Intervalo de convergencia) Intervalo I tal

que Yz € I la serie de potencias converge, se debe cumplir
que (—R,R) C I C[-R,R]. ma

Prop 31 Para calcular el radio de convergencia de una
serjz'e de potencias de la forma Zkzno "™ .em'ste las si—.
guientes tres formas (todas entregaran el mismo valor si
existe).

’ a
1. L =limy, ;o | =2

n

1
)n

2. L =1lim, e (Jan

i
3. L =1my, 0 SUPL>, (|an])™

En caso de existir L se tiene que el radio de conver-
; . — 1 ; ; —
gencia es: R = ¢ (siendo cero si L = oo ).

Prop 32 Dada una serie de potencias > apz® con inter-
valo de convergencia I, definimos:

flz) = Z apzt

Esta funcion es continua, infinitamente e integrable en I.
Mds aun las integrales y derivadas son término a término,
esto es que la derivada o la integral la pueden "pasar”para
dentro de la serie.

Prop 33 Sea Y apx® una serie de potencias de radio de
convergencia R > 0. Entonces para todo p € Z, la serie
S kPaya® tiene radio de convergencia R.

Prop 34 Dadas dos series de potencias > axz® y > bk
convergentes para xo. Entonces la serie > (aj + by)2*
converge para todo x € (—|xol,|xo|) y se tiene que

S (ak +bg) 2% =Y apzh + 3 bt

Prop 35 Se tiene que la siguiente funcidn converge para
2l <1 f(z) = Xoio2" = 11



