
Solución

Si para (a1, b1), (a2, b2) ∈ Z× Z, se tiene que:

a1 ≤ a2 y f(−b1) ≤ f(−b2), y a2 ≤ a1 y f(−b2) ≤ f(−b1), entonces

a1 = a2 y f(−b1) = f(−b2) 1.0 pts.

Con esto, la relación es antisimétrica si y solo si

∀(a1, b1), (a2, b2) ∈ Z× Z, a1 = a2 y f(−b1) = f(−b2) ⇒ (a1, b1) = (a2, b2)...0.5 pts.

Esto último equivale a que f sea inyectiva ..0.5 pts.

P3. a) (3 ptos.) Para i ∈ N \ {0}, sea Ji = {1, 2, . . . , i}. Sea n ∈ N \ {0}. Muestre que∣∣∣∣∣
n⋃

i=1

(
{i} × (Ji! \ J(i−1)!)

)∣∣∣∣∣ = n!− 1.

Solución

Para i, j ∈ {1, 2, . . . , n}, i ̸= j, {i} × (Ji! \ J(i−1)!) y {j} × (Jj! \ J(j−1)!)

son disjuntos. Entonces,|
n⋃

i=1

(
{i} × (Ji! \ J(i−1)!)

)
| =

n∑
i=1

|{i} × Ji! \ J(i−1)!|

.....0.6 pts.

Cardinal de un producto cartesiano:

|{i} × (Ji! \ J(i−1)!)| = |{i}||Ji! \ J(i−1)!| = |Ji! \ J(i−1)!| .....0.6 pts.

Cardinal de una diferencia y J(i−1)! ⊆ Ji! ⇒ |Ji! \ J(i−1)!| = |Ji!| − |J(i−1)!|
.....0.6 pts.

.....Cardinal del conjunto Jk = {1, . . . , k} ⇒ |Ji!| − |J(i−1)!| = i!− (i− 1)!.

.....0.6 pts.

Calculo �nal usando propiedad telescópica

|
n⋃

i=1

(
{i} × (Ji! \ J(i−1)!)

)
| =

n∑
i=1

(i!− (i− 1)!) = n!− 1. .....0.6 pts.

b) (3.0 ptos.) Use el teorema del binomio y la igualdad(
m

k

)(
m− k

j

)
=

(
m

j

)(
m− j

k

)
,

válida para 0 ≤ j, k ≤ m, para demostrar que

1

(2n)!

n∑
i=0

n!(−2)i
(

2n

n− i

)(
n+ i

n

)
=

(−1)n

n!
.



Solución

Usando la igualdad para m = 2n, k = n− i y j = n se tiene que(
2n

n− i

)(
n+ i

n

)
=

(
2n

n− i

)(
2n− (n− i)

n

)
=

(
2n

n

)(
2n− n

n− i

)
. .....0.7pts.

Aplicando lo anterior a la suma:
1

(2n)!

n∑
i=0

n!(−2)i
(

2n

n− i

)(
n+ i

n

)

=
1

(2n)!

n∑
i=0

n!(−2)i
(
2n

n

)(
n

n− i

)

=
n!

(2n)!

(2n)!

n!n!

n∑
i=0

(−2)i
(

n

n− i

)
.....0.8pts.

Usando el Teorema del Binomio:

n∑
i=0

(−2)i
(

n

n− i

)
= (1− 2)n .....1.0pts.

Se concluye:
1

(2n)!

n∑
i=0

n!(−2)i
(

2n

n− i

)(
n+ i

n

)
=

1

n!
(−1)n .....0.5 pts.










