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P1. Para cada a € N definimos el conjunto de los multiplos de a como

M,={neN:IkeNn=a-k}

Muestre que:

a)

(2.0 ptos) Para todo a,b € N se tiene que My, C M, N My,

Solucién: Para un n € N arbitrario, tenemos que demostrar que si n pertenece a M.,
entonces n pertenece a M, [0.5 ptos]. En efecto,

ne My < FkeN,n=(a-b)-Fk, (por definicién de M,.p)
<~ JkeNn=a-(b-k),
— JK'=b-k,n=a-F, ([0.7 por notar esto e identificar k'])
= n e M,, (por definicién de M,)

Sigue que M, C M,. Andlogamente (intercambiando a por b) se obtiene que My, C M,
[0.3 ptos. por hacer el caso de b].

Por propiedad conocida (especificamente que A C BAACC = A C BNC(C) se concluye
que My, € M, - M, [0.5 ptos. por concluir].

Indicaciones para la correccion:

= Los estudiantes pueden decir que si n es multiplo de a - b entonces es miltiplo de a y es
multiplo de b. Si no hay demostracion de esto el maximo de la pregunta es 1.5 ptos.

(2.0 ptos) Existen a,b € N\{0, 1} con a # b tal que My, N My # M.

Solucién: Bastara exhibir valores de a,b ¢ {0,1} yunn € Ntal que n &€ My, yn € M, - M,
(pues esto impica que My, # M, N M) [0.5 ptos. por notar qué hay que demostrar].
Sean a = 2y b =4 [1.0 ptos. por escoger los buenos a y b]. Claramente M,.;, = Mg es
el conjunto de enteros no-negativos multiplos de 8. Como n = 4 no es multiplo de 8, sigue
que 4 ¢ Mg.

Por otro lado, el nimero 4 pertenece tanto a Ma como My, por lo que M, # M, N My. [0.5
ptos. por concluir]




Indicaciones para la correccion:

= Basta tomar dos niimeros a, b cuyo minimo comun muiltiplo sea estrictamente menor que

a-b.

¢) (2.0 ptos) U M, = N\{1}, donde P = {p € N : p es primo}. (Recuerde que 1 no es primo).
peEP

Solucién: Demostrar que U,e pM, = N es equivalente a probar que n € UpecpM,, si y sélo si
n € N.
( = ) Basta observar que:

ne| )M, < IpeP necM,
pEP
(por definicién de unién sobre conjunto de indices [0.3 puntos])

= dpe€ P, neN\{1}, (porque M, € N\{1} [0.3 puntos])
<~ n e N\{1}, (por propiedad de cuantificadores [0.2 puntos])

(<= ) Sean € N\ {1}. Consideramos dos casos dependiendo si n =00 n > 2.

Si n = 0, entonces n € M, cualquiera sea p € P (porque 0 = p-k con k = 0 € N) [0.3
ptos. por el caso n = 0].

Por otro lado,
n €N\ {0,1} = 3Jp € P, p divide a n,

(porque todo n > 2 es divisible por un primo [0.3 puntos])

<= dp € P, n es multiplo de p,
(porque p divide a n ssi n es multiplo de p)

< dpe P,ne M, (por definicién de M, [0.3 puntos])
< ne | M,

peEP
(por definicién de unién sobre conjunto de indices [0.3 puntos])

Indicaciones para la correccion:

= Notar que si un estudiante olvida el caso n = 0 se le sustraen 0.3 puntos.

= Para pasar de que p divide a n a que n € M, los estudiantes no deben justificar mucho.
Basta que muestre que comprenden qué es M,,.

= Notar que conocer la definicién de la unién sobre conjuntos arbitrarios da 0.3 ptos. en
— vy 0.3 ptos. en <.

P2. Sea f: N — N una funcién que cumple que

vn € N,3k € N\ {0}, f*(n) = n.

Es decir, cada ntimero n € N tiene asociado un k > 1 (que depende de n) que cumple que f¥(n) = n.



Nota: Recuerde que f¥ = fo fo... o f. Formalmente, f! = f y para todo k > 1, f¥ = fF=1o f.
—

k veces

a) (3.0 pts) Demuestre que f es sobreyectiva (Ind: Para n, considerar f*~1(n)).

Solucién: Queremos demostrar que Vn € N, I3m € N tal que f(m) = n [0.8 ptos. por
dar/usar definicién].

Sea n € N arbitrario y k € N\ {0} tal que f¥(n) = n (dicho k existe por hipétesis). Luego,
f(f*Y(n)) = f¥(n) =n. ([1.2 ptos. por observar que f* = fo f¥ y evaluar en n])

Sigue que si m = f(n), entonces f(m) = n [1.0 ptos. por dar m, i.e., una preimagen
de n]. Esto prueba que 3m € N tal que f(m) = n, como se buscaba.

b) (3.0 pts) Demuestre que f es inyectiva (Ind: para n,m € N considerar algin K comun tal que

fEn)=ny fK(m)=m).

Solucién: Queremos demostrar que Vn,m € N, si f(n) = f(m), entonces n = m [0.5
ptos. por dar/usar definicidn].

Probemos primero la indicacién. Sean n,m € N arbitrarios tales que f(n) = f(m). Por
hipétesis, existen k, ¢ € N\ {0} tales que f¥(n) = n y f¢(m) = m. Luego, [0.5 ptos. por
observar y usar que si m > k, entonces ™ (n) = f™*(n)].

ka(n) _ fk~(€—1)+k(n)

= D ()
= f* D ().

Iterando, [0.5 ptos. por iterar y concluir que f**(n) = n]
P n) = D) = @) = = f2(n) = fn) = n.
De manera analoga (reemplazando n por m e intercambiando k y £), se tiene que f*¢(m) = m.

[0.5 ptos. por probar que f”(m) = m o decir que es similar al caso anterior]

La discusién previa establece la indicacién, dado que K = k - £ cumple que f5(n) = ny
FK(m) = m.

Para concluir que f es inyectiva, observar que
f(n) = f(m) = fE1(f(n) = 571 (f(m))
(evaluando f5~1 en f(n) = f(m) [0.5 ptos.])
— fE(n) = fE@m) (def. de o)
& n=m. (por indicacién)

[0.5 ptos. por invocar/aplicar la definicién de inyectividad y concluir correcta-
mente.]




Indicaciones para la correccion:

= Decir que existe un k € N tal que f* = idy es incorrecto pues ello involucra asumir que
existe un mismo entero k que independiente de n satisface que f¥(n) = n. Luego, usar
que fo f*=1 = idy para deducir inyectividad de f no estd bien. Asignar 0.8 ptos. si usan
este argumento.

Duracion: 1 hora y 15 minutos.



