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Resumen

» [Funcién proposicional]: Una funcién proposicional P(z) es una funcién que toma variables

en un conjunto de referencia E. Esta funcién puede ser verdadera o falsa segun la variable x
que se fije.

[Cuantificador universal]: Se denota V y se lee “para todo”. Vo € E, P(x) es verdadera si al
reemplazar = por cualquier elemento de E, se cumple P(x).

[Contraejemplo]: Un elemento e € FE tal que P(e) es falsa se denomina contraejemplo de
Vx € E, P(x)

[Cuantificador existencial]: Se denota 3 y se lee “existe”. Iz € FE, P(x) es verdad si hay
algin elemento x en E tal que P(z) se cumple.

[Existencia y unicidad]: Se denota 3! y se lee “existe un tunico”. 3!z € E, P(x) es verdad si
hay exactamente un elemento x € E tal que P(z) se cumple.

[Principio de Induccién]: Si ng € N y p(n) es una funcién proposicional en el conjunto de
los niimeros naturales n € N tales que n > ng, entonces se tiene el Principio de Induccién,
esto es, la siguiente proposicién es una tautologia:

[p(no) A (V= no,p(no + 1) A... Ap(n — 1) = p(n))] < (Vn = no, p(n))

Débil: Donde ocupamos tnicamente el caso inmediatamente anterior
Fuerte: Donde ocupamos més que solo el caso inmediatamente anterior.

P1.

P2.

Determine el valor de verdad y luego niegue las siguientes proposiciones :

1) (Ve eR) 2?2 <0
3) VzeR)(FyeR)z <y

Determine el valor de verdad de las siguientes proposiciones :

1) Ve eR)(VyeR)z<y=(FzeR)z < z<y]
2) VzeN)(VyeN)zx<y= (FzeN)z <z <y]

Hint : [(p= ) A(p=>7)]=[p= (gA7)]

P3. Demuestre por induccién las siguientes proposiciones :




1) Se cumple que, Vn > 1:

1 2
P+28+3 4. 4nd= <"("+ )>

Demostracion : Demostraremos por induccion.

[Caso base]: Veamos el caso base para ng = 1. El lado izquierdo queda n% = 1, mientras

2 2
que el lado derecho queda (W) = 1. Luego, se cumple el caso base n3 = <7”°("20+1)) )

[Hipétesis inductiva]: Tenemos que para algin n se cumple :

1 2
134254334+ . +nd= <n<n;)>

[Paso inductivo]: Probemos con la hip. ind. que se cumple para n + 1, es decir que se
cumple

1 2)\”
13+23—|—33+...+n3—|—(n+1)3:(<n+ )2(”+ )>

Comenzaremos por el lado izquierdo.

1
P42 43+ 40+ (n+1)3= <n(n+)

2
> +(n+1)3 (Utilizando la hip. ind.)

2
_ n2(n4—|— 1)2 1)
_ n?(n+1)% +4(n +1)>
4
_ (n+1)2(n% +4(n+1))
4
_ (n+1)2(n? +4n + 4)
4
(12422 (D) (n+2)\
B 4 B < 2 >

Con lo que se tiene lo pedido. Luego por induccion se cumple la propiedad Vn > 1

2) V¥n > 10, se tiene que n® < 2"

Demostracion : Demostraremos por induccién. Primero veamos el caso base :

[Caso base|: Veamos el caso base para ng = 10. El lado izquierdo queda ng = 1000,
mientras que el lado derecho queda 2™ = 1024, por lo que se cumple ng < 2Mo

[Hipé6tesis inductiva]: Suponemos que se cumple n® < 2" para algtin n € N.




[Paso inductivo]: Queremos probar que se cumple para n + 1 utilizando la hipdtesis
inductiva. Buscamos probar que (n 4 1)? < 2"+ Partiremos por el lado izquierdo.

(n+1)2=n+3n>+3n+1
§n3+3n2+3n2—|—3n2:n3+9n2.

Donde la desigualdad se obtiene gracias a que n < n? y 1 < 3n?. Utilizando ademés que
n > 10 (por enunciado), entonces tenemos que n > 9. Con esto, obtenemos :

(n+1)3 <n3 + 9n?
<nd+n-n
=n3+n3

=2n3 < 2.9 = ontl

2

En la tltima linea se utiliza la hipétesis inductiva. Con esto demostramos el paso inductivo.
Luego por induccién se tiene lo pedido.

3) Demuestre que 8 - 7" — 14 es divisible por 21, para todo n > 1.

Observacién: Ser divisible por 21 significa que existe un k£ € N tal que 8- 7" — 14 = 21k
Demostracién: Veamos por induccién.

[Caso Base|: Probemos que se cumple para ng = 1. Tenemos que 8 -7 — 14 = 42 = 21 - 2.
Por lo que se cumple el caso base.

[Hipétesis inductiva]: Suponemos que para algin n se cumple que 3k € N tal que
87" — 14 = 21k.

[Paso inductivo]: Queremos probar la proposicién para n + 1, es decir queremos probar
Jk e N, 8- 7"t! — 14 = 21k. Demostremos lo anterior usando la hipétesis inductiva.

.77 _14=7.8.7"-14

=7-8-7"—-7-144+7-14—-14 (Nikita nipone con 7 - 14)
=78 TV —14) 471414

=7-21k+7-14—-14 (Utilizando la hip. ind.)
=7-21k+6-14

=7-21k+2-3-7-2
=721k +21 -4 =21(7k + 4).

Definiendo k = 21(7k + 4), podemos notar que keN puesto que es multiplicacion y suma
de naturales. Con esto tenemos que EI/%, .7+l 14 = 2112:, lo que demuestra el paso
inductivo.

Luego por induccién, la proposicién se tiene Vn > 1

4) ¥n € N, 627! 4 82" eg divisible por 7.



Observacién : Ser divisible por 7 significa que existe un k € N tal que 62"+ 482" = 7k
Demostracion: Veamos por induccién.

[Caso Base]: Para ng = 0 tenemos :
670t 4870 =6' +8°=6+1="7

Que es claramente divisible por 7.
[Hipé6tesis inductiva]: Para algin n, existe un k tal que 62"F! + 82" = 7k.

[Paso inductivo]: Buscamos mostrar para n + 1 (utilizando la hipétesis inductiva), es
decir buscamos un k € N tal que 62"+ 4 &2(v+1) — 7k Comenzemos por el lado
izquierdo.

62(n+1)+1 + 82(n+1) — 62n+3 + 82n+2

— 6262n+1 + 8282n

= 6262" T + 6282 — 678%" 4 828" (Nikita nipone con 628%")
— 62(62n+1 + 8211) + 82n(82 _ 62>
= 627k + 8%"(64 — 36) (En este paso se utilizé la Hip. ind.)

= 627k + 28 - 82"
= 6Tk +7-4-8"=7-(6°k 4+ 4-8%")

Denotemos k = 62k + 4 - 82", Notemos que keN puesto que es multiplicacién y suma de
elementos en N. Con esto tenemos 627 +1)+1 4 g2(nt1) — 71%, lo cual era lo que buscabamos
demostrar.

Luego, por principio de induccion, la proposicion queda demostrada Vn € N.

P4. Sea C € R, C # 1. Considere la recurrencia dada por agp = 0,a; = 1,a, = (C — 1)ap—1 + Cap—2o
para todo n > 2. Pruebe que :

=0

Demostracién : Demostremos por induccién fuerte. Para la induccién fuerte necesitamos una
hipdtesis inductiva mas amplia, en nuestro caso necesitamos que esta hipdtesis se cumpla para
nyn-—1.

[Caso base]: Puesto que necesitamos dos términos para la induccién fuerte, probaremos para
n=2yn=23.

aQ:(C—l)al—FCag:C—l:(C nec+1) -1 C*—(-1)

C+1 S C+1 CH+1
Cc?* -1 C3—C—-C24+1 C*’+C C3+1 (C3—(-1)3
a3 = (€= Daz + Oy = (O = 1) (5mg +C = C+1 Ty T il T o+1




Por lo que tenemos los casos bases.

[Hipétesis inductival: Para algin n y n — 1 se cumple :

on — (_1)71 Cn—l _ (_1)71—1
Ap — ———————— An_1 =
n C +1 ) n—1 C +1
[Paso inductivo]: Con la hipétesis inductiva buscamos probar que ani+1 = erit-

C+1
Partimos desde el lado izquierdo :

ant1 = (C —1ay + Cap—y

m _ (_1\n n—1 _ (_1\n—1
=(C-1) ¢ c —I(- 11) +C ¢ - —I(- 11) (Aqui se usa la hipétesis inductiva)
ol —(—pyrC-C"+ (-1)" | C"— (=) IC
B C+1 C+1
_ O (1) = (1O - (e
B C+1
Notemos que (—1)"~! = —(—1)" por lo que lo anterior queda :
. Crtl 4 (-1)" — (-1)"C + (-1)"C _ C" 4 (—1)"
e C+1 T C+1
Utilizando (—1)""! = —(—1)" tenemos :

Cn+1 _ (_1)n+1
Cc+1

Ap4+1 =

Lo que prueba lo pedido. Luego, por induccién la propiedad se tiene Vn > 2.

P5. [Propuesto] Observe que podemos descomponer los nimeros 14,15 y 16 como suma de 3s y 8s:

14=3+3+38
15=3+3+3+3+3
16 =8+8

Pruebe el resultado general, es decir, que Vn > 14, n se puede escribir como suma de 3s y 8s.



