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P1. Considere la funcién f: R — R dada por

O e

a) Estudie la derivabilidad de f, calcule f’ donde f sea derivable y encuentre todos los puntos Z € R donde
f'(x) =0.

b) Encuentre los intervalos (si los hay) donde f es creciente y donde es decreciente. Indique (si los hay) cudles
son los puntos de minimos y maximos, locales y globales, de f.

¢) Determine dénde f es dos veces derivable, calcule f alli, y calcule todos los puntos Z € R donde f”(z) = 0.

d) Determine los intervalos donde f es convexa y donde es céncava (si los hay).

P2. Considere la funcién f: R — R dada por
f(z) = x3e”.
a) Estudie la derivabilidad de f, calcule f’ donde f sea derivable y encuentre todos los puntos Z € R donde
f(@) =o.
b) Encuentre los intervalos (si los hay) donde f es creciente y donde es decreciente. Indique (si los hay) cudles
son los puntos de minimos y maximos, locales y globales, de f.
c¢) Determine dénde f es dos veces derivable, calcule f” alli, y calcule todos los puntos € R donde f”(z) = 0.

d) Determine los intervalos donde f es convexa y donde es concava (si los hay).

P3. Considere la funcién f: R — R dada por

3

@)=y

a) Estudie la derivabilidad de f, calcule f’ donde f sea derivable y encuentre todos los puntos Z € R donde
['(@) =0,

b) Encuentre los intervalos (si los hay) donde f es creciente y donde es decreciente. Indique (si los hay) cudles
son los puntos de minimos y méximos, locales y globales, de f.

¢) Determine dénde f es dos veces derivable, calcule f alli, y calcule todos los puntos Z € R donde f”(Z) = 0.

d) Determine los intervalos donde f es convexa y donde es céncava (si los hay).
P4. Considere la funcién f: R\ {£v/2} — R dada por
23
z?2 -2

fx) =

a) Estudie la derivabilidad de f, calcule f’ donde f sea derivable y encuentre todos los puntos Z € R donde
f'(x) =0.

b) Encuentre los intervalos (si los hay) donde f es creciente y donde es decreciente. Indique (si los hay) cudles
son los puntos de minimos y maximos, locales y globales, de f.

¢) Determine dénde f es dos veces derivable, calcule f alli, y calcule todos los puntos Z € R donde f”(z) = 0.

d) Determine los intervalos donde f es convexa y donde es céncava (si los hay).



P5. Considere la funcién f: R — R dada por
f(z) = sen®(z).

a) Estudie la derivabilidad de f, calcule f’ donde f sea derivable y encuentre todos los puntos Z € R donde
7'(@) =o.

b) Encuentre los intervalos (si los hay) donde f es creciente y donde es decreciente. Indique (si los hay) cudles
son los puntos de minimos y méximos, locales y globales, de f.

¢) Determine dénde f es dos veces derivable, calcule f alli, y calcule todos los puntos Z € R donde f”(z) = 0.

Indicacién: Puede serle ttil usar que 2 cos?(z) — sen?(x) = 5(1 + 3cos(2x)).
d) Determine los intervalos donde f es convexa y donde es céncava (si los hay).

P6. Considere la funcién f: R — R dada por

1
o= oo () <

0 |z| > 1.

El objetivo de este problema es demostrar por induccién que f es infinitamente derivable, pero que su polinomio
de Taylor (de cualquier orden) no es una buena aproximacién de f. Para esto, se propone el siguiente esquema:

a) Muestre por induccién que, para todo k € Ny x € (=1, 1), se cumple que

f(k)(x) - u]i’“ifg))zk exp (_1 —1x2)

donde Py(z) es un polinomio que satisface la siguiente recurrencia para todo k € N\ {0}:

Py(z) =1,  Pu(z) =2((2k — )z — 2ka®)Py_1(x) + (1 — 2?)2P[_, ().

b) Muestre por induccién que, para todo k € Ny 2 € (—oo, —1) U (1,00), se cumple que f*)(z) = 0.
¢) Muestre, por definicién, que f*) es derivable en +1 para todo k € N. Concluya que

P 1
o = (e () <
0 |z] > 1.

d) Calcule el polinomio de Taylor T]’cc de orden k de f en torno a T = 1 y muestre que no aproxima bien el
valor de f(x) para z = 0 en el sentido de que ka TJ’? (x—2) A fx).
—00

P7. Considere la funcién f: (0,4+00) — R dada por f(z) = /.

a) Encuentre el polinomio de Taylor T} (x — &) de orden 1 de f en torno a z = 9.
b) Demuestre que el error de la aproximacién de f por T} en el intervalo [9,10] es menor que 1072, es decir,
demuestre que |f(z) — T)} (r — z)| <1072 para todo z € [9, 10].
P8. Considere la funcién f: R — R dada por f(z) = cos(z).

a) Encuentre el polinomio de Taylor TJZ (x — ) de orden 7 de f en torno a & = 0.

b) Demuestre que el error de la aproximacién de f por TJZ en el intervalo [0,2] es menor que 1072, es decir,
demuestre que |f(z) — T7(z — #)| < 1072 para todo z € [0,2].

c¢) Use la parte anterior para dar una aproximacion de cos(1) y de cos(2), demostrando que el primer decimal
de la aproximacion es correcto.



P9. Para n € N\ {0}, sea

1 1 1 1 (—1)n+t
SH_I_§+§_Z+”.+7'

El objetivo de este problema es demostrar que lim S, = In(2). Para esto, siga el siguiente esquema.
n—oo

a) Considere la funcién f: (—1,00) — R dada por f(z) = In(1 + z). Pruebe que f es infinitas veces derivable
en todo su dominio mostrando por induccién que

: —1)F 1k —1)!
(1+ )
para todo k > 1.
b) Calcule el desarrollo de Taylor de orden n de f en torno a = 0, es decir, calcule TJIL(J:).

¢) Muestre que, para todo z > 0, se tiene que f(z) =T} (z) + Ry41(x), donde

(_1)71 n+1

o) = vt

con algun &, € (0,z).

d) Demuestre que lim |R,1(1)| = 0. Concluya el resultado tomando x = 1 en la igualdad de la parte anterior.
n—oo

P10. Sea f: R — R una funcién infinitamente derivable. Suponga que |f*)(z)| < 1, para todo k € Ny z € R.

Sea Z € R fijo. Demuestre que, para todo x € [xg — 1, z¢ + 1], se cumple que
lim [f(x) ~ Tf(z — )| = 0.
k—o0

donde TJ’f (z — ) denota el polinomio de Taylor de orden k en torno a Z.

P11. Sea f: R — (0,+00) una funcién derivable y tal que es una primitiva de s{ misma. Sea g: R — R dada por
g9(x) =In(f(z)).
a) Demuestre que ¢'(z) = 1 para todo = € R.
b) Concluya que existe A > 0 tal que f(x) = Ae® para todo x € R.

P12. Calcule las siguientes primitivas:

1. /(3x2+2$+1)dx 2. /%ﬁdx 3. /de

v axr

e —1 ) 5

mdx 6. /sen (x) cos®(z) dz

aresen(v'r) o
NG

4. /(x+2)sen(x2+4x—6)dx 5./

1
7. /arc cos(2z) dzx 8. 9. / —dz
V2 + 3z — 222

/
16. / z?( ln(z))2 dx
/

19.

.T5

(arcsen(z)) ?da

11./ﬁdx
14./Sen(\/5) dz

3
i [ VEEL
N

20./%3\/5 —2z2dx

175

12./@@:

15./6””\/ e + 1dx
18./6\/5COS(\/5) dx

21./1‘3€z2 dz

175



P13.

P14.

P15.

P16.

P17.

P18.

25/de 26/m4dx 27/$de
) 1+a3 ) 1422 ) (=121 +22)

x? 224z 1
28. | —————d 29. d 30. d
/ (14 22)(1 —x)? . / (14+z+422)(2—12) v /cos(at)—&—sen(x)—i—Q v
1 1 cos(x)
3. [ ——d 32, [ ————d 33. | —————————d
/ 2 + 3cos(z) v / 1+ 2tan(z) . / (1 —cos(z))? v
1 , )
Calcule P By e dx, suponiendo que a > 0 y que b° — 4dac < 0.

Indicacién: Puse serle ttil completar el cuadrado.

Calcule I = / sec®(x) dz mediante los siguientes dos métodos distintos:

» Integrando por partes usando u = sec(x) y v’ = sec?(z), y luego despejando I de la ecuacién que resulta.

» Escribiendo
cos(z)

sec? () = — 2
() (1 —sen?(x))?’

y luego haciendo el cambio de variable u = sen(x).

Paraa >0y n € N\ {0} considere

1
L= [—d
/(a2+u2) u

Integrando por partes adecuadamente, muestre que, para cada n > 2, se tiene que

I / 1 q U n ( 2n—3 ) I

n = 7 AU = n— n—Ls
(a2 + u2) 2a2(n — 1) (a2 + u2)" 2a2(n —1) !

Use lo anterior para calcular I5 e I3 explicitamente.

Para n € N\ {0}, considere
I, = /sen”xdx.

Integrando por partes adecuadamente, muestre que, para cada n > 3,
1 n—1
I, = (—) sen” 'z cosx + () I, _o.
n n

I, = /em cos™ x dx.

Para n € N\ {0}, considere

Integrando por partes adecuadamente, muestre que, para cada n > 3,

1 -1
I, = <1—|—nz) e”(cosx — nsenx) cos" lx+ <n1(T_L|_ng)> I, 5.

Para n,m € N\ {0}, considere
I, = /tm In"™ ¢ dt.

Integrando por partes adecuadamente, muestre que, para cada n > 2,

™t
I, = S (LU
m+1 m+1




