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Parte 1

P1. Considere la funcién f: R — R dada por

O e

a) Estudie la derivabilidad de f, calcule f’ donde f sea derivable y encuentre todos los puntos Z € R donde
f(x)=0.

b) Encuentre los intervalos (si los hay) donde f es creciente y donde es decreciente. Indique (si los hay) cudles
son los puntos de minimos y méximos, locales y globales, de f.

c) Determine dénde f es dos veces derivable, calcule f” allf, y calcule todos los puntos Z € R donde f”(z) = 0.

d) Determine los intervalos donde f es convexa y donde es céncava (si los hay).

P2. Considere la funcién f: R — R dada por
f(z) = x3e”.
a) Estudie la derivabilidad de f, calcule f’ donde f sea derivable y encuentre todos los puntos Z € R donde
1@ = .
b) Encuentre los intervalos (si los hay) donde f es creciente y donde es decreciente. Indique (si los hay) cudles
son los puntos de minimos y méximos, locales y globales, de f.
¢) Determine dénde f es dos veces derivable, calcule f alli, y calcule todos los puntos Z € R donde f”(z) = 0.

d) Determine los intervalos donde f es convexa y donde es céncava (si los hay).

P3. Considere la funcién f: R — R dada por

3

@)= mr

a) Estudie la derivabilidad de f, calcule f’ donde f sea derivable y encuentre todos los puntos € R donde
f'(z)=0.

b) Encuentre los intervalos (si los hay) donde f es creciente y donde es decreciente. Indique (si los hay) cudles
son los puntos de minimos y maximos, locales y globales, de f.

¢) Determine dénde f es dos veces derivable, calcule f” allf, y calcule todos los puntos Z € R donde f”(z) = 0.

d) Determine los intervalos donde f es convexa y donde es céncava (si los hay).
P4. Considere la funcién f: R\ {£+2} — R dada por
3
flx) = 22 _ 9

a) Estudie la derivabilidad de f, calcule f’ donde f sea derivable y encuentre todos los puntos Z € R donde

7(@) =0,
b) Encuentre los intervalos (si los hay) donde f es creciente y donde es decreciente. Indique (si los hay) cudles

son los puntos de minimos y méximos, locales y globales, de f.



c¢) Determine dénde f es dos veces derivable, calcule f” alli, y calcule todos los puntos & € R donde f”(z) = 0.

d) Determine los intervalos donde f es convexa y donde es céncava (si los hay).

P5. Considere la funcién f: R — R dada por
f(x) = sen®(z).

a) Estudie la derivabilidad de f, calcule f’ donde f sea derivable y encuentre todos los puntos € R donde
7'(@) =o.

b) Encuentre los intervalos (si los hay) donde f es creciente y donde es decreciente. Indique (si los hay) cudles
son los puntos de minimos y méximos, locales y globales, de f.

¢) Determine dénde f es dos veces derivable, calcule f allf, y calcule todos los puntos Z € R donde f”(Z) = 0.

1
Indicacién: Puede serle 1itil usar que 2 cos?(z) — sen®(z) = 5(1 + 3 cos(2z)).
d) Determine los intervalos donde f es convexa y donde es céncava (si los hay).

P6. Considere la funcién f: R — R dada por
L) <t
wp [ ——
fa)y= P \TT=a2)
0 |z| > 1.

El objetivo de este problema es demostrar por induccién que f es infinitamente derivable, pero que su polinomio
de Taylor (de cualquier orden) no es una buena aproximacién de f. Para esto, se propone el siguiente esquema:

a) Muestre por induccién que, para todo k € Ny x € (—1,1), se cumple que

P (x 1
f[k](x) = (1_16502))2kexp <—1 _$2>

donde Py(z) es un polinomio que satisface la siguiente recurrencia para todo k € N\ {0}:

Py(z) =1, Pp(z) = —2x((2k — 2)2% — (2k — 3))Pr_1(z) + (1 — 232 P]_, (z).

b) Muestre por induccién que, para todo k € Ny z € (—o0o, —1) U (1,00), se cumple que f*(z) = 0.
c) Muestre, por definicién, que f (] es derivable en 41 para todo k € N. Concluya que

Py (x 1
W) = (1—ki)>kxp<1_x> ol <1

0 |z| > 1.

d) Calcule el polinomio de Taylor ij de orden k de f en torno a £ = 1 y muestre que no aproxima bien el
valor de f(x) para = 0 en el sentido de que kh’m TJ’E(:Z: —z) A f(x).
—00
P7. Considere la funcién f: (0,+0c) — R dada por f(z) = /.

a) Encuentre el polinomio de Taylor TJ} (x —z) de orden 1 de f en torno a & = 9.
b) Demuestre que el error de la aproximacién de f por T} en el intervalo [9,10] es menor que 1072, es decir,
demuestre que |f(z) — T} (x — )] <1072 para todo x € [9, 10].
P8. Considere la funcién f: R — R dada por f(x) = cos(x).

a) Encuentre el polinomio de Taylor T} (z — ) de orden 7 de f en torno a z = 0.

b) Demuestre que el error de la aproximacién de f por T )Z en el intervalo [0,2] es menor que 1072, es decir,
demuestre que |f(z) — T7(z — )| < 1072 para todo z € [0,2].



c¢) Use la parte anterior para dar una aproximacién de cos(1) y de cos(2), demostrando que el primer decimal
de la aproximacion es correcto.

P9. Para n € N\ {0}, sea

1 1 1 1 (—1)ntt
Sn=y gtz Tatt
El objetivo de este problema es demostrar que lim S, = In(2). Para esto, siga el siguiente esquema.
n—oo

a) Considere la funcién f: (—1,00) — R dada por f(z) = In(1 + z). Pruebe que f es infinitas veces derivable
en todo su dominio mostrando por induccién que
1)1k —1)!
(14 )k
para todo k > 1.
b) Calcule el desarrollo de Taylor de orden n de f en torno a Z = 0, es decir, calcule T}L(a:)

¢) Muestre que, para todo x > 0, se tiene que f(z) = T}L(Jc) + R+1(z), donde

(_1)n l,n—i—l
(n+ 1)1 +&)m

Ry (z) =

con algin &, € (0,z).

d) Demuestre que lim |R,+1(1)| = 0. Concluya el resultado tomando x = 1 en la igualdad de la parte anterior.
n—oo

P10. Sea f: R — R una funcién infinitamente derivable. Suponga que |fl¥(z)| < 1, para todo k € Ny z € R.

Sea Z € R fijo. Demuestre que, para todo x € [xg — 1, z¢ + 1], se cumple que
lim |f(z) — Tf(x —I)| =0,
k— o0

donde T}’“ (z — =) denota el polinomio de Taylor de orden k en torno a Z.

P11. Sea f: R — (0,+00) una funcién derivable y tal que es una primitiva de s{ misma. Sea g: R — R dada por
9(x) = In(f(x)).
a) Demuestre que ¢’'(z) = 1 para todo = € R.
b) Concluya que existe A > 0 tal que f(z) = Ae* para todo = € R.

P12. Cilcule las siguientes primitivas:

1. /(3x2+2x+1)dx 2. /%ﬁdx 3. /de

N

2z 1
4. /(x+2) sen(z? + 4z — 6) da 5. /;xﬁdx 6. /seng(x) cos®(z) da
1
7. /arccos(Qx)dx 8. de 9. /—dx
NZ2 V24 3z — 222
1 -1 1 1
10_/7 T de 11./7011; 12./de
22V ar+1 4+ /x x
13./sec(x) dx 14./Sen(\/5) dz 15./€I\/62$ +1dz
J 1
16./x3(1n(x))2dx 17. \\gil dz 18./eﬁcos(\/§) dz
19./ (arcsen(x))2dx 20./x3\/572x2 dz 21./173612 dz



1‘5 33'5 1‘5

25t/1——§47<1 26 j/I4d 27 ]/iﬁid

A S 12 ") (x—1)2(1+2?) .
x? 2+ 1

28. | ————— 29. .

8 / (14 22)(1—2)? de 0 / (1+z+422)(2-12) de 30 / cos(x) + sen(z) + 2 de
1 1 cos(x)

31'/ 2T Beos(a) - 32'/ 1+ 2tan(z) O 33'/ (1= cos(z))? ¢ P

1
P13. Calcule / —5—— dx, suponiendo que a > 0y que b? — 4dac < 0.
axr? +bx +c

Indicacién: Puse serle ttil completar el cuadrado.
P14. Calcule I = / sec®(r) dz mediante los siguientes dos métodos distintos:

» Integrando por partes usando u = sec(z) y v’ = sec?(x), y luego despejando I de la ecuacién que resulta.

» Escribiendo
cos(x)

sec” () = (1 —sen?(x))?’

y luego haciendo el cambio de variable u = sen(z).

P15. Paraa >0y n € N\ {0} considere

1
Ly = | 5w du.
/(a2+u2> au

Integrando por partes adecuadamente, muestre que, para cada n > 2, se tiene que

I—/il du = - +< on =3 >I
") @+e®)" T 2a2(n—1) (a2 +u2)" 2a®(n—1)) "

Use lo anterior para calcular I3 e I3 explicitamente.

I, = /sen”o:d:z:.

Integrando por partes adecuadamente, muestre que, para cada n > 3,
1 n—1
I, = (—) sen” 'z cosx + () I,_».
n n

I, = /ez cos™ z dx.

P16. Para n € N\ {0}, considere

P17. Paran € N\ {0}, considere

Integrando por partes adecuadamente, muestre que, para cada n > 3,

1 -1
I, = <1—|—712) e (cosx —nsenz)cos" ' x + <nl(2—n?)> I—s.

P18. Para n,m € N\ {0}, considere
I, = /tm In" ¢ dt.

Integrando por partes adecuadamente, muestre que, para cada n > 2,

m+117’b
Inzt n t_ n I,
m—+1 m—+1




Parte 2

P19. Sean f,g: [a,b] — R funciones escalonadas. Muestre que

a) f+ g es una funcién escalonada.
b) fg es una funcién escalonada.
¢) |f] es una funcién escalonada.
d) fog es una funcién escalonada.

e) max{f,g} y min{f, g} son funciones escalonadas.
P20. Dado n € N\ {0}, se define el conjunto P, = {zg,21,...,7,} por x; = 10 para todo i € {0,1,...,n}.

a) Argumente que P, es una particién del conjunto [1,10™].

b) Pruebe que f: [1,10"] — R definida por f(z) = [log ()] es escalonada.
Indicacion: La funcién log denota el logaritmo en base 10.
10"
c¢) Determine el valor de I
1

P21. Sea f: [0,1] — R dada por f(x) = e®. Paran € N, considere una particién equiespaciada P, = {zo,...,x,} del
intervalo [0, 1], esto es, x; = - para i € {0,...,n}.

Sean f_, f1:]0,1] — R las funciones escalonadas asociadas a la particién P, definidas por
f-(@)=mf{f(z) :x € [wicr, 2]} v fi(@) =sup{f(2): 2 € [vi1, 2]}
para cada i € {1,...,n} y x € (x;-1,z;), e iguales a f(z;) en cada punto z; de la particién P,.

a) Pruebe que

1
1/n 1/n
=(e—1)- = (e — el/m.
/0 f-=(e—1) (el/”—l) / fr=(e—1) (el/n_1>
) TnL-i—l _ Té
Indicacion: Recuerde la suma geométrica: Z rd = — 7 Para todo /,m e Nconl <myr#]1.
r—
j=¢

b) Justifique que f es Riemann integrable en [0, 1] y pruebe que f_ € E_(f) y f+ € E+(f). Use los resultados
1
previos para calcular la integral / f.
0

P22. Sea a € N fijo. Se define f: [1,a] = R por

fa) = {290 s?xgéN,

z sixzeN.

a) Para k € N\ {0} con k < a, demuestre que f es Riemann integrable en [k, k + 1].

b) Concluya que f es Riemann integrable en [1,a].

P23. Considere una sucesién acotada (ax) de nimeros reales. Se define la funcién f: [0,1] — R por

1 1
ar sl existe k € N\ {0} tal que z € ( ]

flz) = k+1"k

1 sixz=0.
a) Muestre que f es acotada.

b) Determine si f es una funcién escalonada, ya sea demostrando que siempre lo es, o exhibiendo un ejemplo
de sucesion acotada (ay) para la que f no es escalonada.



c) Sea a = sup{|ax| : k € N}. Para cada n € N considere las funciones f7, f*: [0,1] = R definidas por

f(z) size (nJlrl’ly f(z) size (nil’l]’

f(z) =
a sixE{O,l] —a size[(),l}

fi(z) =
n+1| n+1

1
Para cada n € N, justifique que fI y f” son funciones escalonadas y calcule / ity f" en términos
0 0

de la sucesién (ax) y de a.
d) Demuestre que f*(z) < f(x) < f(x) para todo x € [0,1]. Concluya que f} € EL(f) y que f* € E_(f).

e) Muestre que
1 1
lim (/ f”—/ ff)—().

Usando lo anterior, concluya que f es Riemann integrable..

P24. Sea f: [a,b] — (0,+00) una funcién Riemann integrable. El objetivo de este problema es demostrar que la
funcién g: [a,b] — (0,+00) dada por g(x) = (f(m))2 también es Riemann integrable. Para esto, siga el siguiente
esquema.

a) Justifique que g es acotada.

b) Sean e > 0y s =sup{f(z) : € [a,b]}. Muestre que existen funciones escalonadas f, f_: [a,b] = R que a
la vez cumplen que

0<f(2) < fz) < fr(z) <s

/01f+—/1f§8

c) Considere las funciones g_, g : [a,b] — R dadas por g_(z) = (f-(2))? y g9+ (z) = (f+(z))?. Justifique que
g+ v g— son funciones escalonadas tales que g_(z) < g(z) < g4+ (x ) para todo z € [a,b]. Concluya que

g- € E_(9) y que g4+ € E+(9).
1 1
/ g+ —/ g— < 2se
0 0

Yy que

d) Muestre que

y concluya que g es Riemann integrable.
Indicacion: Observe que

g+ (@) = g-(2) = (f+(2) + [- (@) (f+(z) — f-(2)) < 2s(f+(2) — f-(2))
para todo z € [a, b].
e) Sia € R, jes posible replicar lo anterior para la funcién h: [a,b] — R dada por h(z) = (f(z))a?

P25. Sea f: [a,b] — R Riemann integrable. Muestre que existen funciones escalonadas f, f¥: [a,b] — R tales que,
para todo n € N,

M) < " x) < fz) < fﬁ“(m) < fi(z), para todo x € [a,b],
b b b
y tales que / fr es una sucesion creciente que converge a / iy / fi es una sucesion decre-
@ neN @ e neN
ciente que converge a / I
a

Indicacién: Observe que, si g, h: [a,b] — R son funciones escalonadas, entonces max{f, g} y min{f, g} también
son funciones escalonadas.



P26. Counsidere la funcién f: [0,2] — R definida por

2?2 sixe0,1],
flay= {7 Srebl
1 size(l,2.
Encuentre n € N\ {0} y funciones escalonadas f~, f*: [0,2] — R asociadas a la particién P = {%, %, e, B 2}

tales que

2
/ (ff—f)y<107?
0

P27. Sea q € (0,1). Considere la sucesién (a,,) definida por a,, = / q° dz.
0

a) Justifique que (a,) estd bien definida, en el sentido de que cada integral existe, y que es estrictamente
creciente.

b) Para n € N fijo, considere la particién P, = {0,1,2,...,n} del intervalo [1, n]. Usando funciones escalonadas
apropiadas pruebe que para todo n € N,

1—qgn 1
d <

P28. Sea f: [1,+00) — [0, +00) una funcién creciente.

a) Justifique que f estd acotada en el intervalo [1, n], para todo n € N\ {0,1}.

b) Sea n € N\ {0,1} fijo. Usando la particién P, = {1,2,...,n} del intervalo [1,n] y funciones escalonadas
apropiadas asociadas a P,, pruebe que

n—1 n n
> 1) < /1 Ja)de <3 0

c¢) Suponga ahora que f(x) = In(x). Usando que / In(z) dz = nln(n) + 1 — n, demuestre que
1

(n—1)! <n"e'™™ < nl



