Pauta auxiliar 2: Los grandes teoremas y continvidad

;Pé.j Demoestre con Lo caractemizacien &-d que®
Q) /() =1 ©5 continua En X=l/0
Trimero, Caruckerizaccon &~
Vero ,dd>0: Uxe R, Ix—X1 <4 =>I/O<)-/t£)!s£
conCwsion
En este Lipo de ejercicios  Nos pivendemesbrar Ve>o, esvecn , on € arbitravio y
éncontrar on J que Depenvade € tal gue me asegure  que La Hipotess = o conctws om
Pava. esto,

1) Lrabajaremos La expresion 1A —/(x)| hoska llegor o algo del estilo
Ix =51 g0

1) ip@%o o tomos g(x) hasta. obtener Pava. poder tener goolx—?ls cd

3) Vemas Que liene que potar para que clx—xl<é
logue tiene que pasar es IxX—X| < &

C

4) wmo Ix—Xxl<d tomamos o= €/c 4 con esto conclli mes

Ahorae  en este ejeraiao
Nos piden que VesoId»0, Vx eR , Ix —valsd => |A0—AL7=)] <¢
dea €50 arbibuvio 4§ xe R tambien avbitrurio.

Zuego Aplitamos paso L)

|

lFeo —ACx)l=| 0 — 2| =
x Va

1 —2x

L-2|=
x

="‘Q}(+J—

x

2)(x- v2)
X

2[(x = Y2
X

2 . (x=-7%)
X




Ahora como  llegamos o algo de (o Forma 1x—xel g , donde goo= il
X
A’P[meas Paso  2)
DB emos acotor 99 Por alguna onstance .
¢ Como hacemos esco?
NoS Damos algvﬁ ¢ parbwLar 4 encontramos alatma. coTae Para 9
| x=Ug| ¢ = -4 2 x -Y22
~Jd+tV22 x = {4+ V>
—» 5{ Tomamos d= /4
-4+ Ljg £ X< Yyti/2 bJG Podriomes haber tomado
Iy < x s 3/4 Wolguier 4 (ho db2 9= 1, c+c)
bas L < 4 [a2
83s 2 < 8
-8< 2z =8 =
> |Z|=<8

Hemos lg%vok&) acotar 9¢x) = |z§_| 5t Ix—yz|< Yy

Ahoree  como

i_ = 8 , lolvemas @ nuesCRo Desar o auntemiors

/00 - A=) | = @ (x—)

X

< 8 | x-v2|

| Ay— ()| < 81 (x— vz)l

Ahora es @ momenwo de Aplicar puso 3)

OJO’ Qoeremos | Aoy —ACx)| < €
enconEs i |x —42l< €y para on € avbitvario , se Liene

> lre —Fxy| < Blx-vz| ¢ g.% <&



Luego, wlikizamos el paso 4)

Ahora notamos gwe pova llegur a Lo gue necesidubumos 2samos 2 condiccones
) Ix = val <1y A2) [x= 121 <e/g

sabemos por Hipokess que |x-vz| sd
Ahora, neceoitonmos S =4 A J= 68 ,Paw un € axbitaro
¢ Qu d sabisface ambas ondiccones ?

5i fomamos d=mindm, €6l Ge wmple I -A]< €

b}ego, tomo tomamos  Un € arbifrario y encontumas un J (Que Depende de &)
l goe |x=valed= | Acy-Aml<E YxeR

Se wno(uge que Lo foncon A =1 es conbinva- en X=Yz,
6) hx) = {3x+b en Ei,‘”)

Trimero, Caruckerizaccon &4
Vero ,dd50 : Uxe R, 1x—x| <4 =>| /0 -Ax) <€

conCwsion

En este Problemas
Ve>o,dd 70 Vxe R , Ix=-x)<d = | {3x+6' — {3xxe |56
Uamoo o Domostvar gue es continuo wni for memente en L_.L,oo) , Pes  sobemos

Por ?vopo&ao?\ visbo en dauses que 5 e5 Uniformemente continue enceonces es
Continoa.

581
(b Csta. @3 /eagnm

di Feroncia.
De bemos DemosTRAR. Usendo e Finicod de  Continvidad wniorme:

Veéro, 470, Uxi,xae Ae R, [xe—xz) ¢d = | h(x) —hlx2)| < &
En este Problema.

poa: Ve >o, >0, Vxi,x= € [4,%) , Ixi—=X212d = | [3xsr6 ' = {3x2t6 " < €




Sew €350 orbi barco, Y xexz€ [1, o) fambien arbibrarios.
wego, tomamos

13x, 46 + {3x246
‘lﬁxn‘b + \]3x,*6

:.I ISXM'G 1= \3x2t6

|(mwe ) - ()’
| 3Ixuib +‘13X2+6|

|}

lax b6 -~ 3x2-61

| 3xib + {35246 |
=0

70 e xux2e LL,00)

= 3 IXL —'Xal
13)(146 4’\13’(1*5

_
lenemas goe enwontroy vna cota !

Pava elw 7o bomos que
L es una Foncion Deweccente enL L,62)
‘]leib + J3X106
g P ipney

%
Pues [ 7. es crecente en[1,09) Ya gue Ko {2xie es weeccente, en Ci,0), 4

Lo soma. De 2 Aoncones orewentes da. uno Lincion Crecente

Demos buccon de s ACx) @S veccente => k<) es  deave ccente

L > L
8er Creccemte : Xy < X2 =D Alxy) < Alxz) =D Z ) ZCx=)
[ Aé como Xy <x45 => /CLT z/ch:) , 8¢ tienec ﬁx—) es clcwga@n{—e, si Ax) es GrecLente

3 Subemes que serDeoreciente €5 X<y = Acx % ACy)
Luego wmo  estamos {;rabotjuné,o en on Tntervalo de Lo forma L-.l .%) tenemos
que L <X WPxelLi.00)

= Al) 200 Yxell, 2

J‘_p,go/ 5 XJ_=X1=J-/ 1l 3 | > 3— V X5, %2 E[i:”)
13346 '+ (31v6 {3xt6 +{3x2 v6




= 3 > 3
va' +Vq’ {30 +6" +{axz +6

(= 3 > 3
6 3% +6! +{axzre
(= 4 2 131 |
z 3x0+6' +{3xzre

Ahorer Voluemeos ol Problema:

| T3xare ' - {3xaté \ = 3 Ixe =Xal < L )% =Xl
lame +‘]3Xz"5 %

b()&' Qoeremos | Ao —ACr) | < €
encones i | x, =xal<e2e  para on € arbibrario , se Liene

l 137(_10-6 = ‘l3Xzf'6 " < _L )XL —'Xa\ < 1. 2& <&
2 I

lomo nuestra. hopotesis es |xi—xa2| =4 si tomoames d=2¢
Eenemos que /Jams'—\)lﬁxzf-é 1S~€

aoa VE?O PODemaos {omar J=2£ ; VX,L,K—;_E’ &/”) ) IX]. ‘)(7_‘ _4_0’-:) '\lax.+6 -—\Jax,n )Sé
AL h(x) = ‘13x+é es Continve uniormemente en fi,w)
= hex) = {3x+6 es continua. en [1,09).



E&E

CL) Sean £ 9 :R —To, 1] /una;ones continuas fales gue
Al)=o0 ; g(o)=L ; g(1)=0
y Sea w30 Kjo.
Demuestre que existe un ce R bl que A= g (xc)

J//Dea s ook TUL O ®olzano , Pues nos piden una. existenca
TvE o oolzanog &ea F:la,6] — R i Andon continug
tal que A(@) A(b) £ 0 enconces existe un X € [a,6] lal gue £ (R)=0

Para El0  Deinimos UNCL foncon Aoxildior
h:R—R  {al que  he = /00 — g (xx)

por ahoroe
Veames que wmple fas hepotesis del teoremas

— Notumos que hex) es  conkinuce Por algebro. 4 Corn posicisn de continvas

— hhore. RecoRDemps gue sabemos que A(0)=0 ; g(o)=1 ; g(1)=0
Luego
h(0) = /(o) —3(ex0c) =0-1L =-1 <o
h(L) = /(L) - g(x) No Nos apore Th brmation
h(%) = /() =8 (x- %) = L0 = 8(0) =/ (V)

¢ lomo es A (W) 7
Notamos Que £:R—=>I0,L] => /A ('/w) € [o.L]
= A('/¢) 30

> h (/) =FA(L/x) »0

Ast tenemos Que, h(0) h(/) <o
oo 5e cwmplen {ovas Los hcpm‘es.;s del teorema en @ Tntervalo [o, %)
(omo hwo es cnkinva en fodo R, £n parficolar es continva. en [o, ]



o(vego, Por {eoremo. de Bolzano & TUL , Podemos asegorar Lu existe neca. de un ¢ € Lo %)
tal gque htg) =0

oo fPor definicon de th), h(e) = Alo) - g(xe)=0
= A(¢) = glxc)
Nemos Demostrado que exisce n C £ Lo, %] dal gue  Arey-glac) /

b) Demoestve que Lo ewadon x*= 2 Liene solvcion

/

/LDQQ% nuevamente Wk b Zar Bolzano /TVE , poes noS piden Lna exiscencio
Deﬁnamas e Foncon Aoxidioe M:R—>R  {al gue M= x*-2

(omprobomos Sas hipotesis del teorema:
— M) escontinue Por algeera de conTinues

—» Motamos gue
M) = (0)>- 2= 0-1=-1 <0

M(2) =(20-10- 8-4=4>0

luego, M(0)-HEz) = ()4 = -4<0

oo (omo M wmple con Los Hipotesis (Jel teorema., do povemes UsuR Para. oncluiR Gue
J ce [o,21 tal que M(c)= 0

> M =c’-2° =0

= *=2° (on (€ [o,2]

oo Lo ewadion x3=2° Eiene solucion



73]
Seaw g una Yonwon continuce en [a.6] donde a«b,g tal que
0 <g(x) Vx elab]
Demueste.  gque  existe e >0 tal que
k< 86)() VXEI:Q/{;] C)\)é nos piden que  exiskn uh £>0 falgue
k<go VeeLael NO  no tiene porque perlencr
o [a,61, bolo nos piden Que ea «>o0.
,Ti)ea: Usar el €teorema cle Weierstras ,Poes nos p:Den Una. exisTenccCa de on Mo
feorema de weierstmsz Sea ¥:Labl— R Una fonweri conhnva,Definida en )

e rrado 4 acoravo Lub], . entonces £ €5 qaeotada y alcanza 50 mmimo
g S0 Mocximo enlo,b]

En nuesto problema tene mos wne. Aoncon g definda en on cerredo 4
acwotado La6], ademos g es conhnua .
Luego como se wmplen tovas s Aipotesis Jel Eeorermes

—

= por teorema de weieskras , g alcunze S0 minimo en La 6]
en La, b].

€5 DewR d x&lLa, b1 talgue g DeFinicon de
g()‘() < ng) ngialb:[ mnimo.

@Jﬁl No. povemos TOMGR £=gcR) 4 Concluih.  pues Nos piden K< gc) V xe La,e]
Con 4 >0,
Yy wn §x) =L s 400  tene mos un (=) 4 No sabemos s gcx) 7O
Sin embargo,’Por enuncavo tenemos que O < g0 VxeLa,61 en porticular g) o
Luago tenemos o< gex) € g&x) Vxe Cak]
( s0lo nos falte un 4 gue wmpla On 0 < k < g(x) Menon. ESTR\'(,CO)

4i domamos /c:gczyQ Vemos que 5e tiene o0 < 4x) < 9Cx) < gex) V x € La,6]
~—=z

= 04@ < 30‘) Vxe[__a/é]

co hemos domestrudo que 1 4= g5/, fbal g 0 <e<g) ¥xeLadl,



Zlé bea. /:R—> R una Ancon Lipschitz , es Dear, dL>0, Vx.ye Dom (»)
)/(x) —/63)] < L \x—y\. Pruebe Los 6{30.‘&){@ Enunccadoss
@) Gea F:TeR—R wne Aoncion dekinida en un Intervaloe I ,si F es kpchitz enT,

entonees F es oniFormemente  ontinva. ¢ €s ¥ ademos continuo ?

Qoere moS Demostror gues
Veso,3d»0: Vrye T ,Ix—ylsd = | £0) -~y <€

Conuwdion
tenemos Por enonwavo que £ es Lipschibz en T, A2 Subemos gue
JLlyo: Vx,g eT , | /L) —Alpd] ¢ Lx-gl

Ahora Seo £>0 oxbibrario 4 xgeT Lambich orbitraries.
f&e o Pro ceDemod Ae ¥orma. Similar o ﬁa Prequn to .L) Ha_{rq er.Nl.O (o con clo sion
t) 9 / 4

tenemos  [F&) =2l = L [x—y\ Poes £ es Lips thite
Ld Por Hipotesis 1x-y)| =J

A

Lego Como guevemos [£L) —ACy)l € € | 50 tomamos J=¢
A
Enfonces tenDremos [Foa-~tuyl s L e =¢
I3

Por do lanto como € es arbi fravio, Podemo.s ConUvin  Que Ve >0 &8ra.mos encontyar on
dedta=¢/0, kil e Vx.geT ,ix-yl<d = |Foa e | <€

2 ¥ es oniformemenke Con finva

(i es continoe?

O Pues & una Aonaon es Lnidrmemente Conlinwe entonces es conkina.

L) FOx) = x> e5 wniformemente continve. enLo L], DeroNo loes en R

Notomos qoe {enemos que

Fihem— R wn A=Cod] tal gue Foxr=x*

(omo A<M es un Interwelo , entonces por resvltodo anterior subemos que S Fes Lipschita
en A, entonces # es uniformemente (ontinue..

Jor Lo tanto de bemos  de mostrar que Fes psonite

Poa: J Lyo: Vx,g €A, 1A —Aly] ¢ Lx-yl

Son x,4 € A=[o,.3  arbi barcos



(vego,
[£00 -Aey| = | x* = y2l
=|(X+3)(x-g)l Xty 20 pues x,gefo/i]

= (x+y) [ x -yl
Alwra. Noctomos gque wmo X,y <E EO,J-] el meximo vclor gque pueden tomar X ey €5l

Lueao,
’/[x)_/(a)l = (x+y) lx-y|

cd+1) Lx=—y\
= Q. ‘X"‘gl

oo Como A0 —A(3) € 2 1X-y| | homos demasbudo que 3 2=2 >0 pura todo

x.4 €LoA]
&S A0 es Lepschiez
luego, Usanvo @ par e anterior podemos  ton ik Qe F es Unifor memente

tontinva  en Lo LT,
Vearmos ahore porgue No es wniformemente (onhinuo en tovo R
Paxe. ello vomes a Demes bror Lo negacion de ser wniformemente continuce.

AL .
Veso,3d >0 Vx.geﬂk I X—=yled o [ Ax) =~y | <€ l

= Jer0, Vd20, Iy eR / Ix=yl <d A JFCO-Ayl > €

Ahore Sew € =1 , J 20 arbitorio 4 eﬁwgemmm yEM i y=x+J Con xelk

lwego
Ix —yl=lx-x-gl =1-dl={

Por ﬁogpe be biene | x-yl<d.

Por el ofro fa&o,
| £ (0 =A0) | = 1> _y2 |
= 1y (xad)]
= | x¥- x*~ axg - 47|
= |-axd-d°|

|=d] l2x +d] = & l2x +J)

[t}



Awora A -ACy) | = d loax + 4|
lomo d>o0 , 4 2x1+d es Lneal ocecente = /&n; 2x+4 = +0o

ego 3 x €M lal que 2x+d >L | bomamos en pavbiw lar  ese X

= l/Cx)—/(.g)l =d l2x+dl > & poes eleginos  on X tulque esto Se wmpla
4 como tomamos E=1 e tiene
1/ (x) '/(3)\ 7 £

oo Hemos dermostrado
Jero, Vg»0, IxgeR , Ix=yl <d A JFCO-Ayl > €

Que es Lu negoace on de gex  oniXormemente continva /[D(L%o Fro es

wniformemente  wntinua en fovo Ry,

Ny
S
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