
Pauta auxiliar 2: Los grandes teoremas y continuidad  

P Demuestro con la caracterización -1 que >

-

a) (X) es continua En = /2.

Primero,
Caracterización E-J :

>0
, 7670 : XE

,
(x -=1 = + => f(x) - f(x) = E

HiPOteSIS conclusión

En este tipo de ejercicios nos pipendemostrar o , especir, un e arbitrario y
encontrar un & que Dependa de Etal que me asegure que la Hipotesis La conclusión

Para esto
,

1) trabajaremos la expresión (f(x) -#()) hasta llegar a algo del estilo

(x - =Ig(x)

2) Luego acotamos g) hasta obtener para poder tener g(x-1 CS

3)vemos Que tiene que pasar para que -E

lo que tiene que pasar es Ix-12

4) como - tomamos = / y con esto concluimos

Ahora en este ejercicio
Nos piden que 070 , ER

,
-12/1 = (f(x)-f(yz))E

Sea Eso arbitrario y E también arbitrario.

Luego Aplicamos paso 1)

f(x) ((5) =

7 - +2 = k - 2 = 12x =
- 2x + 1

X
X

= (2)(x- y2)

= 2(x 1) 2 · (x - 7/2

I
=

↑

(g(x)



Ahora como Llegamos a algo de la Forma -xog() ,
donde g=

2

x

Aplicamos paso 2)

Debemos acotar) por alguna constante.

¿Cómo hacemos esto ?

Nos bamos algún y particular y encontramos alguna cota para gx)

x - 42( f (=) - + = x - y2 = J

- 6 + 12 = X = 6 + 12

· Si tomamos 6 = 1/4

- 1/4 + 2/2 = X = //4 + 1/2 : podríamos haber tomado

/4 = x = 3/4 Cualquier f (ic 6 = 2
,

6 = 1/5 ,
E+ c)

4/3 * = 4 102

8/3 = 2x + 8

- = = = 8 = = = 8

Hemos logrado acotar g = Si (x- 12 = 1 /n
↳ tener en cuenta !

Ahora como
8

, Volvemos a nuestro desarrollo anterior:

f(x) ((x) =

2 . (x - z = 8(x - yz)

f(x) f(x) = 8/(x - 12)

Ahora es el momento de Aplicar paso 3)

· ! Queremos f(x) -f() = E

Entonce Si 12 / para un arbitrario, se tiene

=> (f(x) - f(x)) = 8/x -
y 21 = 8 . E



Luego, utilizamos el paso 4)

Ahora notamos que para llegar a lo que necesitabamos isamos 2 condiciones

1)(X - y21 = / + 2)(x - 1/2/E/8

y sabemos por Hipotesis que (x-y2) /

Ahora, necesitamos = = % ; Para un E arbitrario

¿ Qué d satisface ambas condiciones ?

Si tomamos d = minn,/ Se comple (f() - F)1EE

Luego, como tomamos n E arbitrario y encontramos un /Que Depende de E)
tal que (x -12 (= (f(x) -f(yz/CE EXER

Se concluye que la Función, es continua en =

/

6) h(X) = 3x + 6 en [1
, 0)

Primero,
Caracterización E-J :

>0
, 7670 : XE

,
(x -=1 = + => f(x) - f(x) = E

HiPOteSIS conclusión

En este problema :

8 0 , 760 : XE
,

(x - =1 d => 1 3x + 6 1 - 35+6

'

E

Vamos a Demostrar que es continua uniformemente en [1, 8), pues sabemos

por proposición visto en clases que si es uniformemente continua entonces es

continua .

Noconfundircon un o se con unCerro
punto X E A .

La esta es la gran
diferencia

.

Debemos Demostrar Usando Definición de Continuidad uniforme :

>0
,
7670 , x2 ,

zEAq R , (xc -x 21 = 6 => (h(x2) - h(xz))- E

En este problema

PDQ : >0 , 7670 , c / 2 E [1 ,
)

, (1-x 21 d => 1 3x + 6' - 3x2 +6'E
Hipotes is

con clusión



Se o arbitrario,y [1,) también arbitrarios.

Luego, tomamos

=>
1 3x1 + 6 - 3x2 +6'

o 3x2 + 6 + 3x2 + 6

3x 1 + 6 + 3xz
+ 6

= ((3x + 61)
2

- (13x2 + 61)2)

3xs + 6' + 3x2 + 6

-
(3x#6 - 3x21

3xs + 6' + 3x2 + 6

- -

> 0 70 PUESXCX2E [1 , 9)

= 3/Xc - X2l

3xs + 6' + 3x2 + 6

Tenemos que encontrar una cota !

Para ello no tamos que

1 es una Funcióndecreciente en [1 , 0
·

3 xe + 67 + 3x2 + 6
--

%

Pues % es creciente en [1 , 0)
, ya que la 316 es creciente, en [1

, 0)
, y

la suma De 2 funciones crecientes da una función creciente

Demostración de si (X) es creciente /ACX) es decreciente

-

L
= x(x) =x2)ser creciente : x= 2 => <(x) = F (x 2) -

(y como xx x2 =
+(xn)Exc)

, se tiene y es decreciente, si x e Creciente
- (x)

y sabemos que ser decreciente es y = f(x) , f(y)

luego como estamos trabajando en un Intervalo de la Forma [1, tenemos

que 1 X XE[L , 0)

= f(1) + f(x) Xx El1, 0)

3 - 3Luego, Si x = x 2 = 4
,

3 .2 + 6't 3 .146 3x1 + 6' + 3x2 +b

A xx , +2 = [2, 0)



L=) 3 7 3

a 1 + 5 3x1 + 6' + 3x2 +b

L= 3 7 3

3x1 + 6' + 3x2 +b

L= E 7 3
-

3x1 + 6' + 3x2 +b

Ahora Volvemos al problema :

1 3xx + 6' - 3x2 +6 = 3 /Xc-X2 - (x X2

3xs + 6' + 3x2 + 6

! Queremos (() E

Entonces Si - 2 para un arbitrario, se tiene

1 3x2 + 6' - 3x2 +6 = /- 2EE

Como nuestra hipótesis es (1-2 = sitomamos = 2E

tenemos que - E

:0 0 podemos tomar 6 = 22 , 2 ,zE[2,)
/

(X2-x216 => 1 xx . + 6 - E

ie h(X) = 3x + 6 es Continua uniformemente en [1, 8)

=> h(x) = 3x + 6 es continua en [1 ,
0).



↳
a) Sean

, g :R [0, 17 funciones continuas tales que

f(0) = 0 ; g(0) = 1 ; g(s) = 0

y Sea >0 Fijo.

Demuestre que existe un ceR tal que f(c) = g(xc)

Idea : Usar UI o Bolzano, pues nos piden una existencia

TUI o Bolzano : Se :la, 6] una función continua

tal que f(a) /(6) = O entonces existe un * e[a , 6] tal que <(X1 = 0

para Ello Definimos una función Auxiliar

h : R -> R tal que h(x) = f(x) - g(xx)
E

por ahora

Veamos que cumple las hipotesis del teorema:

· Notamos que h es continua por algebra y composición de continuas

Cresta de X y y donde y escomposición de continuas ((x) = xx , g(e(x) = g(xx)
↳ les continua pues es lineal

· Ahora Recordemos que sabemos que f(d) = 0 ; g(0) = 1 ; g(1) = 0

Luego
h(0) = f(0) - g(x . 0) = 0 - 1 = -10

h(1) = f(2) - g(x) No Nos aporta Información

h(((x) = f((x) - g(x : (() = f((() - g(2) =f (Yn)

¿ Cómo es <() ?
NOTAMOS QUE FiR- [0, 17 = f(//x) E 10 , 17

=> f('(x) 0

=> h(((x) = f(2/x) 0

Así tenemosQue
,

h(0)h(y) = 0

:o se mplen todas las hipótesis del teorema en el Intervalo [0,

Como h es continua en todo , En particular es continua en Lo, )



Luego, por teorema de Bolzano o TVI, podemos asegurar la existencia de unEl

tal que h(c) = 0

·: por definición de h(x)
,
h(c) = f(c) - g(xc) = 0

(= f(() = g((c)
Hemos demostrado que existe une[0] tal que f(c) =g(xc)//

6) Demuestre que la ecuación = tiene solución

Idea : nuevamente Utilizar Bolzano/TVI, pues nos piden una existencia

Definamos una Función Auxiliar M : IRXR tal que M (x) = x3-
2

Comprobemos las hipotesis del teorema :

-> MX) escontinua por algebra de continuas (Resta entre 3

y
2 ambas continuas)

-Notamos que

M(0) = (0)3 - 21 = 0 - 1 = -10

M(2) = (2)3 - 2
=

8 - 4 = 4 > 0

Luego,
M(0) . M(2) = (-1). 4 =

-40

: Como ample con las Hipotesis del teorema, lo podemos sar para concluir que

= E [0
, 27 tal que M(c) = 0

=> M(() =

3
- 2 = 0

=> c3 = 2C con (E[0, 2]

:
s

la ecuación 2 tiene solución



P3
-///-

Sea y una función continua en [a, 6] donde acb
, y tal que

ocg(x) x =[a , b]

Demuestre que existe o tal que
-

k < g(x)(x E [a , 6] j nos pien que exista un tal que

< g(x) [6] O No tiene porque pertencer

a [a, 6], solo nos piden que sea 0.

Idea : Usar el teorema de Weierstras, Pues nos piden una existencia de un MiniMo

teorema de weiestras : Sea : [a, 6- una Función continua,Definida en el

Cerrado y acotado [6], Entonces es acotada y alcanza su mínimo

y su máximo en [a , 6]

En nuestro problema tenemos una función y definida en un cerrado y
acotado [a6], además es continua.

Luego como se cumplen todas las hipotesis del teorema,

=> por teorema de weiestras, y alcanza su minimo en [a
, 6]

on [a, 6] .

ES DECIR 7 -[a, 6] talque 3 Definición de
mínimo,

g(x) < g(x) x Ela, b]

podemos toma =) y Concluir pues Nos piden () xEa, 6]

con > 0
;

y con () = (x) tenemos un() y No sabemos si () 0

Sin embargo, por enunciado tenemos que g [a , 6] en particular () > 0

Luego tenemos o - g(x) = g(x)fx E [a,b]

(solo nos falta un l que compla con < (x MENOR ESTRICTO)

Si tomamos = 2 vemos que se tiene ( (x) x El,

=> 0) g(x) Exe[a,6]

: hemos demostrado que = ()/2 tal que o < < g(x) (x E [a ,b)



PH Sea f:R una función Lischitz , es Decir
,
70

, Exige Dom (f)
11////

(f(x) -f(y)) = LIx - y) . pruebe los siguientes Enunciados :

a) Sea : II- una función definida en un intervalo I
,
si f es Lichitz en I

,

Entoncees uniformemente continua. ¿ Es además continua ?

QueremosDemostrar que :

>0 , 7 670 : xigE l ,
1X- y (xt => 1 f(x) - f(y)(x E

hipotesis conclusión

tenemos por enunciado que es Lipschiz en I, il sabemos que

= (70 : Xx ,y El ,
1 f(x) - f(y)) = L(x - y)

AhoraSe o arbitrario y El también arbitrarios.

Luego Procedemos de forma similar a la pregunta ), Matraqueando la con dusión

tenemos (f(X) - (y)) = ((x - y) pues es Lipschitz

Lf por Hipotesis IX-y1 = S

Luego como queremos (f - () = E, Si tomamos 6=
Entonces tendremos (f(x) -<(y)) = < = E

Por lo tanto comoes arbitrario, Podemos concluir que fo logramos encontrar un

d = 1(3) = /L ,
tal que el, (x-yled = (f(x) -f(y)) E

· es uniformemente continua

¿ es continua ?

Si pues si una función es uniformemente Continua entonces es continua
.

6) f(x) =
2

es uniformemente continua en 0. 1], Pero lo es en IR

Notamos que tenemos que

FACR R con a = 10,1 tal que <(x) = x

Como AR es un Intervalo, entonces por resultado anterior

sabemos que si es lipschiz

en A, entonces es uniformemente continua.

Por lo tanto debemos demostrar que es Lipsitz

PDQ : F (70 : xy E A
,

1 f(x) - f(y)) = ((x - y)

Sean x , y = [0 , 2] arbitrarios



Luego,
1 f(x) -f(y)) = 1xz

- y 2)

= ((x + y)(x - y)) x + y >0 pues x, y [0, 1]

= (x +y)(x- y)

Ahora Notamos que como e [0, 1) el máximo valor que pueden tomar y es L

Luego,

(f(x) - f(y)) = (x +y)(x - yl

= (1 + 1)(x - y)

= 2(X - y)

: Como (f() - = 2X-yl, hemos demostrado que =20 para todo

X , y E[0,
2]

(f(X) es Lipschitz

Luego, usando la parte anterior podemos concluir quees uniformemente

continua en [0
,
1].

Veamos ahora porque no es uniformemente continua en todo R

para ello vamos a Demostrar la negación de ser uniformemente continua.

il :

>0 , 7 670 : ExigER ,
(X- y (xt => 1 f(x) - f(y)(x E

hipotesis conclusión

E) FE70 , 170 , XYER , I - / < d < (F(x) - f(y)) > E

AhoraSe = 1, 10 arbitrario y escogeremos : = + Con avía no

Lego DEFINIDO

(X - y) = 1x - x - f) = 1 - d) = 6

por lo que se tiene (X-y/5.

por el otro lado,
1f(x) -f(x)) = (x

- y2

= (x2
- (x + d) 3)

= (x 2
- x

2
- 2x6 - 221

= 1 - 2x 6 - J2

= 1 - f)(2x + 6 = f(2x + f)



Ahora (f(x) - <(y) 1 = +(2x + 6

como 60
, y 2x + d es lineal creciente = lim 2x + 6 = + 0

X -DO

Luego E tal que 2+1, tomamos en particular ese X

=> (f(x) - (y)) = 6/2x +1) > 1 pues elegimos un tal que esto se cumpla

y como tomamos =1 Setiene

If(x) - f(y)) > E

· Hemos demostrado
= >0 , 0

, XYER , I - / < d < (F(x) - (y)) > E

Que es la negación de ser uniformemente continua, luego es

uniformemente continua en todo

·. 0

Ir- I
&

.

Animo en el estúdio !
·.no

&


