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P1. Para comenzar
a) Determine lirr}l v2x + 1 usando la caracterizacién € — 9.
T—r

b) Sea A un subconjunto denso numerable de Ry f : R — R una funcién continua
que cumple que f(a) =0 Va € A. Demuestre que f = 0.

¢) Sea C' = (—00,0) U {32}. Demuestre que 0 € C’, pero que 32 ¢ C".

P2. Matraca

Calcule los siguientes limites:

o) (2213 0 i

b) xlgglo W f) glﬁl_)r% cos(:v)_z%

c) }EILI(I) zsent g) }}E% e

d) }EIL% m(‘ﬂ,‘j% h) }Clg(l) (cos(x)t;rllgi;;#(g)

P3. De controles

a) Determine, de existir, el siguiente limite. Si no existe debe demostralo también.

sen(lax|) — |fz|

lim

z—0 €T

, Donde a > >0

b) Sean a,b € Ry\{0} y f: R — R definida parcialmente segun:

sin(ax) .
e stz <0
xIr) = p~
/(@) {ebxl six>0

Encuentre una relacion entre a y b para que lir% f(z) exista.
Tr—r
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DEFINICION (PUNTO DE ACUMULACION) Sea A C R un subconjunto cualquiera
de B, El real T € K se llama punto de acumulacién de A si existe alguna sucesion
{rn) C A (con valores en A) tal que =,, # T, ¥n = np algin np € N v 2, 2 7.

'\/\/V\/I\ . B
El conjunto de los puntos de acumulacion de A C B se denota A’

DEFINICION Sea f: ACR — RyseaT € A', es decir T es un punto de acumulacién
de A. Diremos que f tiende a £ € B cuando r tiende a T (lo cual se denotara f(x) — €
cuando © — T), o bien que { es el limite de f(r) cuando = —+ T (lo que se anota
{ = 11_}11} flx)) si para toda sucesion () con valores en A, convergente a T y tal que

T, # T, se cumple que la sucesién de las imdgenes (f(x,)) es convergente a [.

Teorema 12.1. 5i una funcidn [ tiene limite cuando © — T entonces dicho imite es
tnico.

DEFINICION Sea f: ACR — R v T € R. Si denotamos por A* = AN (T, +00) ¥
A7 = AN (=00, T), entonces

i) Se llama limite lateral por la derecha de la funcién f en T a lim f{z).
T=bE

=AY

ii) Andlogamente, a lim f(z) se le llama limite lateral por la izquierda de la

Xkl
FeA
funcion f en T.

El limite lateral por la derecha se denota por lim fi{x) o 11'1'1'1I f(z) v el limite lateral
=T T—T

e
por la izquierda se denota por lim f(x) o bien por lim f(x).
T r—T

E=< T

Teorema 12.6 (Caracterizacidn £-§ de limite). Sea f: ACR —+ R y T punto de
acumulacion de A entonces

im flr)={ < Ve >0, 30 =0, Ve e AN(FT-47T+ 4 \{T}), |[flz)—{]<c.

T—T

, senx
lim =
x—+ I
., l—cosxz 1
2. lim 5 = =
x—+ r 2
Inzx
3. lim =1
r—l p —
M
,oet =1
4. lim =1
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DEFINICION (PUNTO DE ACUMULACION) Sea A C R un subconjunto cualquiera
de B, El real T € K se llama punto de acumulacién de A si existe alguna sucesion
{rn) C A (con valores en A) tal que =,, # T, ¥n = np algin np € N v 2, 2 7.

El conjunto de los puntos de acumulacion de A € B se denota A"

DEFINICION Sea f: ACR — RyseaT € A', es decir T es un punto de acumulacién
de A. Diremos que f tiende a £ € B cuando r tiende a T (lo cual se denotara f(x) — €
cuando x — T), o bien que £ es el limite de f(r) cnando @ — T (lo que se anota
{ = 11_1}1; flx)) si para toda sucesion () con valores en A, convergente a T y tal que

T, # T, se cumple que la sucesién de las imdgenes (f(x,)) es convergente a [.

Teorema 12.1. 5i una funcidn [ tiene limite cuando © — T entonces dicho imite es
tnico.

DEFINICION Sea f: ACR — R v T € R. Si denotamos por A* = AN (T, +00) ¥
A7 = AN (=00, T), entonces

i) Se llama limite lateral por la derecha de la funcién f en T a lim f{z).
T=bE

=AY

i) Andlogamente, a lim f{r) se le llama limite lateral por la izquierda de la
Ted T
FeA
funcion f en T.

El limite lateral por la derecha se denota por lim f(z) o lim f(z) v el limite lateral
;:_g r—T!
por la izquierda se denota por lim f(x) o bien por lim f(x).
=T r—T

E=< T

Teorema 12.6 (Caracterizacidn £-§ de limite). Sea f: ACR —+ R y T punto de
acumulacion de A entonces

lim f(z) = — ¥e =0, 3 >0, Vo€ AN(F -6+ 6\ {T)), |flz) -] <e

T—T
. BENT u/
lim =1

x—+ i
1l —cosx 1
2 lim —— = = /
v R 9
1 -
3. lm el =1 /
=+l — 1
T ]
4 lim<—= =1 (/

x—+ll i



DEFINICION Sea f: ACR — Ry T € R. Si denotamos por A* = AN (T, +0c) ¥
A™ = AN (-00,T), entonces

i) Se llama limite lateral por la derecha de la funcién f en T a lim f(x).

r=T
reAt

i) Andlogamente, a lim f(r) se le llama limite lateral por la izquierda de la
=¥
xEA

funciéon f en 7.

El limite lateral por la derecha se denota por lin; f(z) o lim f(z) y el limite lateral

r—T
>T
por la izquierda se denota por lim f(x) o bien por lim f(x).
;{;; r—T
= “ N\ —
T AV L7000 D )
A XX v

N
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Teorema 12.6 (Caracterizacion -6 de limite). Sea f: ACR — R y T punto de
acumulacion de A entonces

lim f(zx)=¢ <= Ve >0, 30>0, V€ AN([T-6,T+ 4\ {T}), |f(z)-{<Le. .
T fr/\—\/\»-\ Ae——p g o
| -) —

‘.5*%@‘& :O' { sx —igg ) :)ggi)-g\ag]

AWy T e
HUW (U~

F\ ™ ~ ) N\ (v '\/l <
L) Se0 €50y XebDMx 1g QLT K5
U\ WY V CUOATT X
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P1. Para comenzar

a) Determine lin}l V22 + 1 usando la caracterizacion € — 0.
r—

0 G 0eoe o @r %,

oQ _
| : ° X-4{<3 = - 1
N0, 135>0, ° | ¥xe Doul) w > | HX) -S4 E |
S €20 v sea XeDomb - 0<(xX-y| <3
J N A———
Ctvede2 ]l — | X A ,_'( .
T = Y2« — 9= |C =
[ e ~ \
I NDGAT ) )
_ | ax+hi—a| _ |2AX=% | 2 \%-
= = === ‘
— )
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~ b) Sea A un subconjunto denso numerable de R y f : R — R una funcién continua
) que cumple que f(a) =0 Va € A. Demuestre que f = 0.

- ¢) Sea C = (—00,0) U {32}. Demuestre que 0 € C’, pero que 32 ¢ C".

*/‘?@%@%ME -~ 2\J
- AN
‘ \‘g&\{‘\&\
PR S
AW A K CR—
Vi ™~ s N
P v DA s
SO . y
2T
G
NV ot

m
</

AR 0 TOn —y Watedot (o0 {0, propia

e tmcndn
Lyt



http://www.tcpdf.org

G exp (W02

X200 e

im0 & AA N

%0 X X-2 1

(OMO @Xp O (onrwd |, VehMoS W Sty ®
rbeo C *=1

Como M\H \n. '\’FPF\"AMO &_m At Cowoe.

oo,
( X \ XA\
7 N\ — 3 ll’m@

X= 00 2L XK= o -r—rl;r—1=14
. o ~
TR 0L AMMOAC oAt —~ CV: xt=0 '\
\ K= U+l
| *—=4
[ \)—oo"’ /
\ Lma  n( A% V)
~> v—ooF
w "‘t‘t\ A2+ éi
K= 00 X—12 /
' 1 3 N\ - N\
LV YLINA T P O A = AT [
)(-"00 Q_‘ \'L‘—"l‘ _— y\-l
/ * £ 4
/ oavelo xpceo 00
k—f\ “&) AN\ S\
= WA =10

\ A . :?- \ =

=5 \JAADS e Fra—de (Ai29
f,/ ° +



http://www.tcpdf.org

| A BN ‘ Lima  In(AXV)
WNV\ o ‘V\‘ + ~ U—°O+ ‘\’ 7 ‘,N
/

I Lo Y I L % \
\AN;\) %\“\A*mfz MN;%\“\A*(.—Q_‘
P o B — P S
2 3
) 'S ) Gt
~ . -
u=s = X K200
=L ) o At
/ RAY
_ : -
2 % f\\
=L 2 Axd) >f =%
—H‘B’O /A \)/ = 7-2 - Q.;
7 \U
AV n__, ~ \ i
LOMWO Awm "=\ A+ 2 \= A
X~ Q0 2 X-2 ) ~
Y- R VY W VR e .
X =2 00 Lox ) Y /.
‘l\;\_.rl. A\ L 2 \'( 2 “r\
(fva l — [ At=\ A WAt — )\ | = /7T U
Lo e S 9 M W—
N [ A IX*"\‘ 2
M@"())(O B P )

MO ovP on OOmKMN\Q

/

om0 p (X m(z“\\ﬂexmw\m))
L= 00 \ > \\L -1/

= Q\M‘?(\)/?,) .


http://www.tcpdf.org

T— 00 - %>
X A
O _ ~ 0
({ AR, .
N | V)
~ X -X N
o —{n["@* (€7 + 1) )\
¥—00 _
N
s X —X 1\’
X500 —% .
L5 %
Ab‘CNV‘\ ‘/L =+ _k.. \\nl\@.)\f’\\’ﬁ
—x=500 | K K i
~ 4 7O g° .
Lo AL-\»—%'AJW\ lg)a ~4
x>0 L~ X F <
() =0
.4 0)
W +* n
oW A=1—V

[ima A= {‘;\.Ln(‘e”‘-t—ﬂ = A+ O

®=H 0



http://www.tcpdf.org

s\ U
c¢) lim ::csen-— ST 25
x—0 ™ —
4! NJ
( SQV\ l \

(VL)) AL S V=21  S5iX»0, Yo
L0 ‘L N\ '
LN ~ 1\

. PN A AN
b YT AW AN Y
A ® U N\ )
\/\/\/\-
A0

TR CAER
Gw X Sen( A\ =0 for NulR Y AcTADA.
K20 X/



http://www.tcpdf.org

I
(]

. In(cos(z)) — o
d 11m — 2. lim L= coss !
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1. lim = ]
. (cos(z)—1)" cot? ( = ) =0 T
h) lim tan* (65) - 1 —cosx
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P3. De controles

- a) Determine, de existir, el siguiente limite. Si no existe debe demostralo también.

) - sen(laz]) — |5zl

, Donde a > (3> 0
x—0 T

S £EORE WO
o 1111_13},#'[:1'] = II_LEE'L+ =) = rli}n!-l* Fla)y=-L

G SN ] oX{ = TBRU _ e SENEN - X
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b) Sean a,b € R.\{0} v f: R — R definida parcialmente segtn:

sin(@z) oz <0 —

N flz) = {__

Encuentre una relacién entre a y b para que liII(l) f(z) exista.
£—

Awuziliar 13: Limite de Funciones El conocimiento es Yy nos hard libres 1

sixz >0 _

. osenr
lim =1
=+ T
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Inzr
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OV lim f(z) = { < lim f(z) = lim f(z)="~. |
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