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P1. Para comenzar... jel C4?
Dadas las siguientes sucesiones:
* (Sp)nen CON Sy, :m —/n
* (bp)nen con b, = \/5 + |an|cos2(1 + v/2n) + sin(a, + v/3n) ¥ (an)nen acotada

° (Cn>n€N con ¢, = (\/TT% _ \/ﬁ)bi

a) Determine para (s, )nen, por definicién, su limite

b) Demuestre que (b,)nen es acotada y que (¢, )nen es nula

P2. Matraca

Calculelos siguientes limites:

a) lim (55)"

b) lim /2 + (—1)»

c¢) lim (1 +e™)¥/n

n—oo

P3. De controles

Sea a > 0y (x,)nen definida recursivamente segun:
* Ipi1 =+/a+x, conxy =/a
a) Demuestre que (z,)nen €s creciente y no negativa
b) Demuestre que z,, < u, ¥n € N, con u el tinico valor tal que u* = u + a

c¢) Concluya que (x,)nen posee limite y calcilelo

Augxiliar 11: Sucesiones IIT El conocimiento es Yy nos hard libres 1
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DEFINICION (SUCESION) Una sucesién real es una funcién: \
e

f:N — R QN .

n +—+ f(n) e

DEFINICION (CONVERGENCIA) Diremos que la sucesion (s, ) converge a £ o bien
que los términos s, tienden a ¢ (lo cual anotaremos s, — ) s se cumple que:

(Ve = 0)(Ing € M)(¥n = ng) s, € [f —=.f +2].

Teorema 9.1. 5i (s,) es una sucesion que converge a {; € B y también a {, € R,
entonces necesariamente £ = Iy,

DEFINICION (DEFINICION DE LIMITE DE UNA SUCESION) Si (s,) es una sucesion
que converge a f, entonces £ se llama limite de la sucesion, lo cual se anotara:

= lim s, o hien f=lims, o hien f= lim s,.
T Tl — 0o

DEFINICION (DEFINICION DE SUCESION NULA) (s,) se llamard sucesién nula si
S —+ (L

DEFINICION (SUCESION ACOTADA) (s,) se llamard sucesién acotada si

(AM = 0) (Vn €M) |sa] < M.

Teorema 9.2. Sean (u,), (vy) sucesiones. Las sigutentes proposiciones son cierfus
1. (uyn) es nula sy sélo st (|uy|) es nula.
2. St (uy) es una sucesion nula enfonces (u,) es una sucesion acotada.

3. St (uy) es una sucesidn nula y Ing € M. ¥n = ng, |v.| < w, entonces (vy,) es una
sucesion nula.

4. St (u,) y(v,) son sucesiones nulas entonces (u, + v,,) y (u, - v,) son sucesiones
nulas.

al

Si (un) y (vn) son sucesiones acotadas entonces (uy +vy) y (Up-v,) S0n sucesiones
acofiads.

6. Si(u,) es una sucesion nula y (v,) es una sucesidn acotada entonces (u, -v,) es
una sucesion nuwla. Un caso particular de esto es cuando v, = ¢ constante,
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Proposicion 9.1. Sea (s,,) una sucesion de ndmerss reales entonces s, —

(5, — L) es una sucestdn nula,

—

Proposicién 9.2. Sea (s,) una sucesion de mimeros veales. St (s,) es convergente

entonces (s,) es acotada,

Proposicién 9.3 (Algebra de limites). Sean (u,) y (v,) dos sucesiones m?wrmrn—
tes a u y v, respechivamente. Sea A € B, entonces lns sucesiones (g + 4 ), (e — vn)
(i tn) ¥ {J\uﬂ son tambidn convergentes a w4+ v, u — v, u- vy Au, respectivame m‘r

Es decir, st u, — u y v, — v entonces: 5\ O ,FULP_A &%{
i (n=n) = LG
N n

. . . \
o limu, — vy, ) = limw, — Hmow, \

L p, — L n =
“ h

y + v, ) = limw, + limwv,

(
(

o lim(uy, - vy) = lmuw, - limw,
(

n lim(Au, ) = Alimu,,.

O) =
tndet

Proposicién 9.4. St (s,) es una sucesion nula entonces la sucesion I:.i 1, de estar bien

A

definida, es no r;l.r;m‘.u,da, Y EN CONSECUENCIA TO €5 convergente.

Proposicion 9.6. Sea (s,) una sucesidn real. Si (s,) converge a { # () entonces:

i

5
//i

A &

(1} (3ng € M)(¥n = ng) tal que s, tene el mismo signo de { (es decir s, - L =0 ). // S

(2} La sucesidn (&) es acotada.

Proposicién 9.7. Sean (u,,) y (v,,) dos sucesiones convergentes a u y v respectivamen-

te. Siv # 0, la sucesion (u,/v,) es convergente a (u/v).

Es decir )
. Uy 111n .

\/ T, ~ lim ,

w5, =a para a € B, satisface lim s, = a.
;o1
\/ s lim =~ =10.

\/ . limJ—llr =), para k € F.

m s, = 0", para kb € M. no es acotada Ineco diverge.
n s P : £ g

| |
-1
. @” +oa, nt T b agn +ag

Sp = .
" (bnf A+ bgant e b by

para p,q € MU {0}.

A

_—

e sip < g, entonces s, —

s BE A
e sl p = g, entonces s, 6

e sip > g, entonces (dl) —+ (). Entonces (s,) no es acotada v luego diverge.
n

/. lim 2L = (.

n®

\} . liln':—:; =0, para a £ E.

A00
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» Teorema: Sean (uy) y (wy,) sucesiones con- » Propiedades:
vergentes a u y w, respectivamente. Si existe ,
o lim Yn=1
no tal que para todo n > ng se cumple que oyt

e limn*q" =0 parak €Ny qge (-1,1)

Up < Wp . .
= Desigualdad de Bernoulli III:

entonces u < w.

(VneN)(Vue (-1,1),1+u)" < =
» Teorema del Sandwich: Sean (u,), (v,) y

(wy,) sucesiones reales. Si (u,) y (wy) conver- » Proposicién: Se tiene que

gen al real / y ademas tal que

lm(1 + )" = 1
(Fno € N) (Yn > ng) up, < vy, < W,
cuando (hy,) y (nhy) son sucesiones nulas.
entonces la sucesiéon (v,) también converge y

. » Definicién: Sea (s,) una sucesion real. En-
lim v, = /4.

tonces:

= Desigualdad de Bernoulli I: . .,
o Diremos que (s;,) es una sucesién cre-

ciente a partir de ng si Vn > ng se tiene o

que Sp41 = Sp. ¥
e

» Propiedad(Sucesién ¢"): e Diremos que (s;) es una sucesién decre-

. n . ciente a partir de ng si Vn > ng se tiene
L limg" =1,si¢g=1 (J"W\ 7= Uwd=A que spt1 < Sp.

(Vn € N)(Vh > —1)(1+h)" > 1 +nh

, . . n_ .
2. limg" =0,si g <1 Luwmm 0\5 - (t\m 0‘5 OF)- Si una sucesién es creciente, decreciente,

3. lim g™ no existe si ¢ € (—oo, —1]U(1,00)  nJews estrictamente creciente o estrictamente

- N decreciente, entonces la llamarmos suce-
» Propiedad( Sucesién(g,)"): Para ¢ — ¢ sién mondétona.
L. lim(gn)" =0, si || <1 = Teorema de las sucesiones mondtonas:
2. lim(g,)"™ no existe, si |g| > 1 / . . .
(an) » st lal e Si (s,) es una sucesién (estrictamente)

= Propiedades: creciente a partir de ng y acotada supe-
riormente entonces es convergente y
@6 lim Ya =1, paraa € RT

lim s, = sup{s, : n > ng
e lim /a, =1, para a, — a € RT " Pisn }

e Si (sp) es una sucesién (estrictamente)

» Desigualdad de Bernoulli II: decreciente a partir de ng y acotada in-

L feriormente entonces es convergente y
(Vn € N) (h > 0), (1+h)" > g+nh+ "1 p2
lim s, = inf{sy, :n >no}

0 equivalentemente, » El ntmero e: s, = (1 + %)" €s una suce-

) ) sién creciente y acotada superiormente cuyo
(Vn € N)(Vh > 0) D Lkt 2012 limite es lim(1 + %)" =e.




DEFINICION (CONVERGENCIA) Diremos que la sucesion (s, ) converge a £ o hien
que los términos s, tienden a £ (lo cual anotaremos s,, — £} si se cumple que:

(Ve > 0)(Ing € N)(¥n = ng) s, € [f — e, £ + 2]

No

» Teorema de las sucesiones mondotonas:

e Si (sp) es una sucesion (estrictamente)

creciente a partir de ng y acotada supe-

riormente entonces es convergente y

lim s, = sup{sn : n > np}

e Si (s,) es una sucesion (estrictamente)

decreciente a partir de ng y acotada in-

feriormente entonces es convergente y

lims, =inf{s,:n >np}

] » ra . 1Tym
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P1. Para comenzar... jel C47?

Dadas las siguientes sucesiones:

* (Sn)nen con s, :m —n

A ~
2~V
_ * (bn)nen con by, = \/5 + |an|cos?(1 + v/2n) + sin(a, + v/3n) ¥ (an)nen acotada N
— M (Cn)nEN con ¢, = (\/ n+ % - \/ﬁ)bi )( |k\, \‘ ‘\
- e
— a) Determine para (s,)nen, por definicién, su limite / Q9\ \AM‘& A O \\' LN /\l\\
_ b) Demuestre que (by)nen es acotada y que (¢,)nen €s nula /\‘ —~ \ /
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* (bp)nen con b, = \/5 + |an|cos?(1 + v/2n) + sin(a, + v/3n) ¥ (an)nen acotada

* (Ca)nen cON ¢ = (y/n+ = — /N)B]
TOQ  (bn), o Aoteda 4y e (L en wila

NOTRQR g+

I M0 g el eM | Wy
2y -l& s - Y&l

1) 0¢& s - ) &1

—

=D
||: B + |an|cos?(1 4+ v2n) + sin(a, +3n) & Sx WM+ =64 M

2\

N ()
&0 2

@ 0 = 9B+ (Q\'0+ H\'é 5+ |a,|cos?(1 + v2n) + sin(a, + V3n)

) e S+ |0n|l WSEMRN)+ SN (0n*T370) & 6YM
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H:] lim [:Hn.+1 }ﬂ

n—soc " dn—1

b) lim "-@—I—{—l}”

N— 00

¢) lim (14 em)l/n
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P3. De controles

— Sea a > 0y (%n)nen definida recursivamente segtin:

— * 1 =+a+x, conx =+/a

a) Demuestre que (x,)nen €s creciente y no negativa

b) Demuestre que x,, < u, ¥n € N, con u el tnico valor tal que u?> = u +a ) V20

c¢) Concluya que (z,),en posee limite y calcilelo
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