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12 Limite de Funciones

121 Introduccion

Definicion 1 (Punto de acumulacién) Sea A C R un subconjunto
cualquiera de R. El real Z € R se llama punto de acumulacién de
A si existe alguna sucesion (z,) C A (con valores en A) tal que
Tn # T,Vn > no algn ng € Ny z, — Z.

El conjunto de los puntos de acumulacion de A C R se denota
A

12.2  Definicion del limite de funciones

Definicion 2 Sea f : A C R — Ryseaz € A, es decir T es
un punto de acumulacion de A. Diremos que f tiende a £ € R
cuando z tiende a Z (lo cual se denotard f(x) — £ cuando x — ),
o bien que ¢ es el limite de f(x) cuando z — Z (lo que se anota
L= zh_)rr% f(x)) si para toda sucesion () con valores en A, con-

vergente a T y tal que x, # T, se cumple que la sucesion de las
imagenes (f(xy)) es convergente a £.

12.3 Unicidad del limite

Teorema 1 Si una funciéon f tiene limite cuando © — T entonces
dicho limite es anico.

12.4 Teoremas derivados de la definicion en base a
sucesiones

Teorema 2 (Algebra de limites) Sean f y g dos funciones y 7 € R
tales que lim f(x) = ¢1 y lim g(z) = £2. Entonces:
r—T r—T
1. si Z € (Dom(f))" N (Dom(g))’ se tiene que:
lim (f + g)(z) = &1 + L2
lm (f —g)(z) = & = L2

lim (fg)(z) = frt2

2. siz € (Dom(f/g))"y £2 # 0 entonces:

lim (f/9)(z) = £r/2

3. En particular (cuando g es constante) se tiene que
lim (af)(z) = af, para todo o € R.
T—T

12.5 Teorema del Sandwich

Teorema 3 (Sandwich de funciones) Sean f, g y h tres funciones y
sea T € (Dom(g))’. Si

3§ > 0,Vx € Dom(g) N [Z — §,Z + d] f(z) < g(z) < h(z)

y ademas lim f(z) = lim h(z) = ¢, entonces lim g(z) = .

12.6  Limite para la composicion de funciones

Supongamos que f y g son dos funciones reales. Queremos
calcular el limite de la composicion f o g, cuando z tiende a
Z € (Dom(f o g))'. Bajo las siguientes hipotesis:

¢ lim g(z) =1
e lim f(y) =L
y—l

¢ y V(zn) C Dom(g) tal que ©, — T con z, # T para casi
todo n € N, tal que ademés g(xn) — I con g(zn) # [, para
casi todo n € N, se tiene

Jim (f o g)(@) = lim f(y) = L.

12.7 Limites importantes
Limites trigonométricos, logaritmicos y exponenciales

sen(z)

1. lim =1
x—0 e
. l—cos(z) 1
2. lim ——~F = =
zll% xZ 2
3. lim M =1
z—1x —1
4 1im 1
z—0 x

12.8  Limite a través de un subconjunto del domi-
nio

Definicién 3 (Limite de una funcion a través de un subconjunto)
Sea f: ACR — R.Sean B C Ay Z € B'. Diremos que £ € R
es el limite de la funcién f cuando x — T a través del conjunto B
si para cualquier sucesion (zn) C B convergente a T, T, # T, se
tiene que la sucesion (f(xr)) converge a .
A este limite lo denotaremos por £ = il_r}r% f(x)
zEB



Teorema 4Si f : A C R — Ry Zz,/ € R son tales que
lim f(z) = ¢, entonces para cualquier subconjunto B C A tal
r—T
que T € B’ se tiene que lim f(z) = £.

r—T

r€B

Teorema 5 Sea f : ACR —-RyZ € A Sean B,C C A tales
— /- / _ P T _
quez € B,z eC yBUC—A.SIilﬁH%f(x)—ig%f(a:)—ﬁ

z€B zeC
entonces

lim f(x) = ¢.

T—T

12.9 Limites laterales

Definicion 4 Sea f : A C R — R y & € R. Si denotamos por
AT =AN (F,00) y A~ = AN (—o0,T), entonces

i) Se llama limite lateral por la derecha de la funcion f en Z a

z€AT

i) Andlogamente, a lim f(z) se le llama limite lateral por la
r—T

TEA”
izquierda de la funcion f en Z.

El limite lateral por la derecha se denota por li_>m f(x)o lim+ f(x)
oI T
T>T
y el limite lateral por la izquierda se denota por liﬁmﬁ f(z) o bien
r—x

z<T
por lim f(z).
=T

Observacion Este resultado es muy popular y se enuncia informal
y frecuentemente diciendo que una funcién es continua cuando sus
limites laterales son iguales a f(x).

12.10 Caracterizacion de limite sin uso de sucesio-
nes

Teorema 6 (Caracterizacion € — 9 de limite) Sea f: ACR — Ry
Z punto de acumulacion de A entonces

lim f(z) =4 <= Ve >0, 30 > 0, Vo € AN ([z—6, z+0]\{Z}),

T—T

[f(z) —€] < e

Observacion Otra forma de escribir la caracterizacion es la siguien-
te:
lim f(z) =0 <= Ve >0, 30 >0, Vz € A,

T—T

0<[a—3| <= |f(x)— 4 <.



13  Limites infinitos y hacia el infinito

13.1 Limites hacia +oo
Definicion 5 Sea f: A C R — Ry sea £ un real fijo.
i) Si A no es acotado superiormente entonces

lim f(z) =4{<= Ve >0,3m >0,Yz € AN [m,o0),

r—+o00
|f(z) — 4] <e.
ii) Si A no es acotado inferiormente entonces

lim f(z)=¢<=Ve>0,Im <0,Vz € AN (—oo,m],

|f(z) -4 <e.

Teorema 7 (Unicidad del limite) Si f : A C R — R es una funcion
tal que lir}rl flx)y=tiy lir+n f(z) = £2, entonces £1 = {a.
Tr—r+00 Tr—r+00

Teorema 8 (/‘\Igebra)Sif:AQR%Ryg:BQR%Rson
funciones tales que lirll flx) = ¢4, lirf g(x) =42y ANB
r—~+00 r—~+00

no es acotado superiormente, entonces

Jm (f+g)(x) =b+ b

lim (f—g)(z) =0 -6

T—+00

lim (f-g)(x) = 1 - o

r—400

A
Lm <§) (@) =12,

Teorema 9 (Sandwich) Si tres funciones f,g,h con dominios
A, B, C respectivamente son tales que Jm, tal que Vx € B N
[m,o0) se cumple que f(xz) < g(x) < h(z). Entonces si
lim f(z) = lim h(z) =4, se tiene que lim g(z) = 4.

Tr—r00 Tr—00 T—r0o0

si 62 75 0.

Asintotas (1)

Definicion 6 (Asintotas horizontales)

1. Si lim f(z) = ¢1 entonces la recta y = ¢; se llama asintota
r—00
horizontal de f.

2. Si lim f(x) = {2 entonces la recta y = {2 se llama asintota
r——00
horizontal de f.
13.2 Limites infinitos
Definicion 7 (Limites igual a +00) Sea f: A CR — R.
1. Siz € A, entonces

lim f(x) = 00 <= VM > 0,35 > 0,Vz € AN[z—J,T+4],

f(x) > M.

2. Si T es punto de acumulacion de A N (Z, 00), entonces

lim f(z) =00 <= VM >0,36 >0,Yx € AN(T,Z+ d],

z—zt
f(z) > M.
3. Si Z es punto de acumulacion de A N (—o0, Z), entonces

lim f(z) =00 <=VYM >0,36 >0,Vz € AN[z —6,7),

T—=T
flz) =M.
4. Si A no es acotado superiormente, entonces

lim f(z) =00 <= VM >0,3m > 0,Vz € AN [m,0),

=300
flz) > M.
5. Si A no es acotado inferiormente, entonces
zli}gloo f(@) =00 <= VM > 0,Im < 0,Vz € AN(—o0, m],
f(z) > M.
Definicion 8 (Limites igual a —oco) Sea f: A C R — R.
1. Siz € A, entonces

lim f(z) = —00 <= VM > 0,36 > 0,Vz € AN[Z—6, T+7],
r—T

flz) <M.
2. Si T es punto de acumulaciéon de A N (Z, 00), entonces

lim f(z) = —co <= VM > 0,35 > 0,Vz € AN(Z, T+3],

x—TT
flz) <M.
3. Si T es punto de acumulacion de A N (—o0, Z), entonces

lim f(z) =—00 <= VM > 0,35 > 0,Vz € AN[z—6, T),

Tz~
flz) <M.
4. Si A no es acotado superiormente, entonces
zlgr;()f(sc) = —00 <= VM > 0,3Im > 0,Vz € AN [m,oc0),
flz) <M.
5. Si A no es acotado inferiormente, entonces
xErPoo f(@) = —00 <= VM > 0,3Im < 0,Vz € AN(—o00, m],

flz) <M.

Propiedad 1

. . I
ml;r&f(m) =00 = xlirgom =0.



Asintotas (ll)
Definicion 9 (Asintotas oblicuas)

1. La recta y = mix + n1 es una asintota oblicua de f cuando
x — 00 si se cumple que

Jch~>n<}o f(z) = (miz +n1) = 0.

2.Si lim f(z) — (m2x 4+ n2) = 0 entonces la recta y =
T—r—00

max + n2 es una asintota oblicua de f cuando © — —o0.

Observacion Se pueden calcular las constantes m, n de una even-
tual asintota oblicua con las formulas
. X .
m = lim M, n = lim f(z)— mx.

r—o0 I T—00
Si ambos limites existen (en particular el segundo) entonces y =
mx + n es definitivamente una asintota oblicua de f. El mismo
célculo se puede realizar cuando z — —oo0.

Definiciéon 10 (Asintotas verticales) Si  lim f(z) = 4o o

=Tt
lim f(x) = £oo, se dice que la recta x = Z es una asintota
=T

vertical de f.

Teorema de composicion (I)

Teorema 10 Sean f : ACR —- Ryg: B CR — R dos funciones
tales que lim f(z) ={y lim g(x) = oo.
r—00 T—r00
Entonces, si el dominio de la composicion f o g no es acotado
superiormente, se cumple que

Jim (fog)(z) =4
Definicién 11 (Limite igual a £* 0 £7)
1. Diremos que lim f(x) = £" si se cumple que
T—00

xhﬁrrolo f(z) =2y 3Im > 0,Yx € Dom(f) N [m,0), f(z) > L.

2. Diremos que lim f(z) = £~ si se cumple que
Tr—0o0

lim f(z) =£y 3Im > 0,Yx € Dom(f) N [m,0), f(z) < L.

Tr—r0o0

3. Analogamente se definen los limites lim f(z) = £7 y
T——00



	12 Límite de Funciones
	12.1 Introducción
	12.2 Definición del límite de funciones
	12.3 Unicidad del límite
	12.4 Teoremas derivados de la definición en base a sucesiones
	12.5 Teorema del Sandwich
	12.6 Límite para la composición de funciones
	12.7 Límites importantes
	12.8 Límite a través de un subconjunto del dominio
	12.9 Límites laterales
	12.10 Caracterización de límite sin uso de sucesiones

	13 Límites infinitos y hacia el infinito
	13.1 Límites hacia 
	13.2 Límites infinitos


