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4 Secciones Conicas

Definicion 1 (Cénica) Sean D y F' una recta y un punto del plano
tales que F' ¢ D. Sea e un nimero positivo.

Una conica es el lugar geométrico de los puntos P del plano
tales que su distancia a F' es e-veces su distancia a la recta D.

Es decir:

P € Conica <= d(P,F)=¢-d(P,D), e>0

1. F es llamado foco de la cénica.
2. D es llamada directriz de la cénica.
3. ¢ es llamada excentricidad de la conica.

® Si e < 1 la conica se llamara Elipse.
e Si e =1 la conica se llamara Parabola.

® Sie > 1 la conica se llamara Hipérbola.

4.1 Parabola

Definicion 2 (Pardbola) Una parabola corresponde al caso e = 1.

Para escribir su ecuacion consideraremos que el foco esta en la
ubicacion F' = (0,p) donde p # 0y que la directriz D es la recta
horizontal de ecuacion y = —p. Con esto, el origen es un punto
de la parébola ya que dista una distancia |p| tanto de F' como de
D. Para escribir la ecuacion de la parabola consideremos un punto
P = (x,y) cualquiera del plano e impongamos que su distancia a
Fy a D sean iguales:

1
P = (z,y) € Pardbola <— y = 4—302.
P

F = (0,p)

y=-r

Ecuacion general de la parabola

Teorema 1 La ecuacion y = az? + bx + ¢ con a # 0 representa

una parébola de eje vertical con directriz D : y = %, foco

F= (5—5, %) y vértice V = (;—f, %), donde A = b? — 4ac.

4.2  Elipse

Definicion 3 La elipse corresponde al caso e < 1.

Para escribir su ecuacion en forma simple, conviene ubicar el
foco sobre el eje OX en las coordenadas F' = (f,0), y la directriz
vertical de ecuacion © = d, donde f # d. Con esta eleccion, la
ecuacion de la elipse es

P = (z,y) € Hipse <= 2°(1—€)+2z(e’d—f)+y* = d*—f>.

Si en esta ecuacion llamamos f = e?da = ed y b =
ed+/1 — €2, entonces obtenemos la Ecuacion general de la elipse:

22y .,
2
Donde a
f=é’d=ae,d=-.
e
En consecuencia:
2 2
T Y
—2+b—2—1, con a > b,

corresponde siempre a una elipse con:

2 _p2
Excentricidad: e = @
a
Foco: F = (ae,0)
D:x= ¢

e

Directriz:

= —afe z=afe

b

Pl

(—ae,0) (ae,0) /@

Propiedad importante
P 2
Sea P un punto cualquiera de la elipse z—; + 4 =1ysean P’
y P" las proyecciones de P sobre las directrices. Entonces

PF + PF' = 2a.



4.3 Hipérbola

Definicion 4 La hipérbola corresponde al caso e > 1.

Nuevamente, para escribir su ecuacion en forma simple, convie-
ne ubicar el foco sobre el eje OX en las coordenadas F' = (f,0),
y la directriz vertical de ecuacion x = d, donde f # d. Con esta
eleccion, la ecuacion de la hipérbola es

P € Hipérbola <= —2?(e*—1)+2z(e*d— f)+1* = e*d* — f%.

Escogiendo f = e?d,a = ed y b = edv/e% — 1, entonces ten-
dremos

Definicion 5 (Ecuacion general de la hipérbola)

Cuando a > b, corresponde siempre a una hipérbola con:

2 2
Excentricidad: e = @
Foco: F = (ae, 0)

. . a
Directriz: D:x=—
e

Propiedad importante
2 2
Sea P un punto cualquiera de la hipérbola % — %7 = 1y sean
P’y P" las proyecciones de P sobre las directrices. Entonces

PF' — PF = 2a.



5 Funciones

Sean A y B dos conjuntos no vacios de naturaleza arbitraria.
Una funcién de A en B es una correspondencia entre los elementos
de Ay los elementos de B de tal modo que a cada = € A se le
hace corresponder un y sélo un elemento y € B.

f:A— B

rr—y = f(x)

5.1 Elementos basicos de una funcion
¢ A se llama dominio de la funcion.
* B =R se llama codominio de la funcion.
e y = f(z) se llama imagen de z por f o variable dependiente.

e z se llama variable de la funcion o variable independiente.

5.2 Grafico de una funcion

Definicion 6 Llamaremos Grafico de una funcion f al conjunto
de puntos del plano G definido por:

Gy ={(z,y) € R® :x € Dom(f) Ay = f(x)}.

5.3 Ceros de una funcion

Definicion 7 (Ceros de una funcién) Sea f : A C R — R. Llamare-
mos ceros de f a todos los reales de su dominio tales que f(z) = 0.
En estos puntos el grafico de f corta al eje OX.

Adicionalmente llamaremos interseccién con el eje Y al punto
de coordenadas (0, f(0)).

Definicion 8 (Conjunto imagen) Sea f : A C R — R. Llamaremos
conjunto Imagen de f al conjunto definido por

Im(f) = f(A) ={y € R: (3z € A) de modo que y = f(x)}.
O sea
m(f) = {f(z) : ¢ € A}.
5.4 Funciones pares e impares

Definicién 9 (Funcion par) Diremos que f : A C R — R es una
funcién par ssi

e VxeA) —ze A
* (Vo e A) f(-z) = f().

Definicion 10 (Funcién impar) Diremos que f: A CR — R es una
funcién impar ssi

e (VxeA) —x e A
* (Vo e A) f(-z) = —f(z)

5.5 Funciones Periddicas

Definicion 11 (Funcion periddica) Sea f : A C R — R. Diremos
que f es periédica ssi existe p € R tal que:

e VzeAz+peA
* (Ve e A) flz+p) = fla)

En este caso p se llama periodo de la funcion.

Definicion 12 (Periodo minimo) Se llama periodo minimo de la fun-
cion f al real p tal que f es periddica de periodo P, y si f es
periddica de periodo p, entonces p > p.

5.6 Funciones Monétonas

Definicion 13 (Crecimiento de funciones) Sea f : A C R — R,
diremos que:

e f es creciente en B C A ssiVay, 22 € B, x1 < T2
= f(z1) < f(x2)

e f es decreciente en B C A ssi Vx1,22 € B,x1 < 22
= f(z1) > f(z2)

Adicionalmente agregaremos la palabra estrictamente cuando las
desigualdades anteriores se satisfacen en forma estricta.
Diremos que f es mondtona si es o bien creciente o decreciente.

Definicion 14 (Funcion acotada) Sea f : A C R — R, diremos que

¢ f es acotada inferiormente ssi (Ja € R) tal que

(V& € Dom (f)) a < f(x)

¢ f es acotada superiormente ssi (3b € R) tal que

(Vo € Dom (f)) f(x) <b

e f es acotada ssi (Ja,b € R) tales que
(Y € Dom (f)) a < f(z) <b

Proposicion 1 f es acotada <= (IM € RY) tal que (V2 €
Dom (f)),[f(z)| < M.

Observacion Si f es acotada superior o inferiormente y B C
Dom(f) entonces se pueden determinar las siguientes expresiones:

;nelgf(a:) = min{f(z) : ¢ € B}

max f(z) = max{f(z) : z € B}

Definicién 15 (Minimo y méximo) Podemos decir que z¢ es punto
minimo de f si xo € Dom(f), y para todo = € Dom(f) se cumple

que f(zo) < f(z). O, equivalentemente f(xo) = rglin(f)f(x).
xe&Dom(

De la misma manera, zo € Dom(f) es punto mdximo de f
si para todo x € Dom(f) se cumple que f(zo) > f(x). O,
f(xo) = max f(z).

z€Dom( f)

5.7 Algunas funciones importantes

1. La funcién constante estd definida por f(xz) = a. Tiene
Dom(f) = R y es una funcién par. Si a = 0 también es
impar. Si @ # 0 no tiene ceros, si a = 0 todos los reales son
sus ceros.

2. La funcién potencia natural estd definida por f(z) = a”

donde n € N. Tiene Dom(f) = R. La funcién es par si n es
par y la funcion es impar si n es impar.



3. La funcidn raiz enésima esta definida por f(x) = /x donde
n € N. Si n es par entonces Dom(f) = [0, 00), si n es impar
entonces Dom(f) = R. La funcién es impar si n es impar.

4. La funcién cajon o parte entera esta definida por f(z) =
[x] = max{k € Z: k < x}. Tiene Dom(f) =Ry Im(f) = Z.
Sus ceros son todos los reales en el intervalo [0,1) y es una
funcion creciente.

5. La funcion opuesta, sea f : A C R — R, llamaremos funcién
opuesta de f ala funcion (—f) definida por:

—f: ACR — Rtal que (Vx € A)(—f)(z) = —(f(x))

6. Médulo de una funcién, sea f : A C R — R, llamaremos
funcion maodulo de f a la funcion |f| definida por:

|fl: ACR — R tal que (Vx € A)

f(z)
—f(=z)
7. Restriccion de una funcién, sea f : A C R — R una funcion

y sea B C A. Se llama restriccion de f a B a la funcion f|p
definida por:

si f(x) >0

11(@) = /()] = { e =0

flp : BCR — R tal que (Vz € B)f|g(x) = f(x).

5.8 Algebra de funciones

Sean f y g dos funciones de dominio Ds y D, respectivamen-
te y sea A € R una constante fija. Definimos las funciones suma,
diferencia, ponderacion, producto y cuociente por:

Definicion 16 1. Funcién suma
f+g:DsNDg = R, (Vo € DyNDy)(f+9)(z) = f(2)+g(z)
2. Funcién diferencia f — g = f + (—g)
f=g:DsNDg = R, (Vo € DyNDy)(f=g)(z) = f(z)—g(z)
3. Ponderacion de una funcion
Af: Dy =R, (Vo e Dy)(Af)(x) = Af(x)
4. Funcion producto
f-9:DyNDg =R, (Vo€ DyNDy)(f-9)(x) = f(z)-g(x)
5. Funcién cuociente
L AL R (vecea <i> (z) = 1@
g g
donde A =Dy N Dy\{z € Dy : g(z) = 0}.

5.9 Otras funciones importantes
Definicion 17 (Funciones polindmicas) Son de la forma

1

f(z) = anz" + an—12"" " +---+ a1z +ao

donde ay,an—1,...,a1,ao son constantes reales.

Estas funciones tienen siempre Dom(f) = R. n se llama el
grado.

Definicion 18 (Funciones racionales) Son de la forma

Fo) = P(x) B e e )

Q(x) bpnx™ + -+ bz + by’

Donde P(x) y Q(z) son funciones polinomicas.

El dominio de estas funciones es R salvo los puntos donde la
funcion @ se anula, es decir:

Dom(f) =R\{z € R: Q(z) = 0}.

5.10 Asintotas de una funcion racional

Definicion 19 (Asintotas verticales) Sea

f@) = 2@

I s S
Q(x)  bma™+---+biz+bo

Si x1,x2,...,z, son todas las raices del denominador, es decir, de
la funcion Q(x) pero no del numerador, o sea, de la funcién P(z),
entonces las rectas * = x1,x = z32,...,x = x, se llaman asin-
totas verticales de la funcion f(x) y se caracterizan por que para
valores de x cercanos a dichos puntos la funciéon crece o decrece
sin cotas.

Definicion 20 (Asintota horizontal) Sea

Fa) = P(x) _ anx” + -+ a1z + ao
Q(x) bnx™ + -+ bix + by’
Sin = mlarecta y = 2= se llama asintota horizontal de la

bim
funcién f y se caracteriza por que para valores de x muy grandes

0 muy negativos los valores de f(z) se aproximan a dicha recta.
Si n < m la asintota horizontal es y = 0.

5.1 Composicion de funciones

Definiremos la composicion simplemente mediante la ley, como
se hace frecuentemente con las funciones reales de variable real, es
decir

(g0 f)(@) = g(f(x))

de modo que el dominio sera

Dom(g o f) = {x € Dom(f) : f(x) € Dom(g)}.

5.12 Funciones invertibles
Sea f: A C R — Cod(f).

 Diremos que f es inyectiva ssi [f(z1) = f(z2) = =1 = z2],
o equivalentemente [z1 # z2 = f(z1) # f(z2)].

* Diremos que f es epiyectiva ssi Im(f) = Cod(f).
* Diremos que f es biyectiva ssi f es inyectiva y epiyectiva.
Definicion 21 (Funcion inversa) Sea f : Dom(f) — Cod(f) una

funcion biyectiva. Se define la funcion inversa de f como la funcion

7t definida por:

f7H:Cod(f) = Dom(f), [y = f ' (z) <=z = f(y)]-
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