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Salvando el CH
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P1. Unos limites para entrar en calor

Calcular, si es que existen, los siguientes limites, justificando sus pasos en cada caso.

. nP—vn+1+1 59— gn
a) lim b) lim —————
n—oo ,/9n6+n4_|_ —9 n—00 3°" + 6n
i 1) d) lim nt2)"
c) lim (1 - ;) ntoo \ 2n

o » .’ ..,
P2. La sucesion de la sucesion de la sucesion de la sucesion de I sucesion i seoon

Sea (u,,) la sucesién definida por recurrencia como:

ab
ug=a+b, u, ,=a+b—— cona>b>0.

Unp,

i) Demuestre por induccién que Vn € Nyu,, > a.
ii) Demuestre que u,, es decreciente. (Hintazo: Vn = Induccién.)

iii) Deduzca, argumentando, que (u,,) es convergente y calcule su limite justificandolo.

P3. Pato & Nachito sociedad limitada (PaNa Ltda.)

Calcule, en caso de existir, los siguientes limites:

1
a) li_)m ~ In(1+e™ + 2" + ) b) lim In(n)
n—oo n—oo n
] In+2 ) i a”+b
) Jim, {5 R

Hintazo para la d): Dividir en los casos a € (0,1) y a > 1.
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P4. Un ¢ de calculos por definicion.
a) Calcule, usando sé6lo definicién de convergencia

oo+l
lim

Hintazo: Use los métodos usuales que conoce para encontrar el buen candidato.

b) Demuestre, usando sélo definicién de convergencia, que:

. 1
iy O

P5. Sucesiones fantasticas y como convergerlas
Considere la sucesion (s,,) definida por:

1 n
Sp = (an+ ) , con a € (0,00) fijo.

2n

a) Demuestre que si 0 < a < 2,(s,,) converge y calcule su limite.
b) Demuestre que si a > 2, (s,,) no es acotada ni convergente.

P6. Pato < Nachito
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Auxiliar 16: C5 acabate por favor

P1. [Problema tipo control 20 min o control tipo 20 problema min]

P1. a) (1.5 pts.) Demuestre, basado en la definicién, que 2 es el supremo de A = (—o0,2) N Q.
b) (1.5 pts.) Calcule, si existe, el limite de s, = {/2 + (—1)”

c) (3 pts.) Dado un real a € (0, 1), se define la sucesién
u, = (1+a)(1+ 32)(1 + 33) (14 a")
Usando el teorema de sucesiones monétonas, demuestre que (u,) es convergente .

Indicacién: Puede ser ttil aprovechar la conocida desigualdad de la exponencial 1 + x < e* y que

r— i

Vr#1l, r+---4r"=
1-r

P2. Dada la sucesién
an, — L

se define a
Sp=(1+ —”)"
n

i)PDQ Sy

(1+ 5)"
ii)PDQ S,, converge y calcular su limite
I)EXTRA EXTRA, feliz no cumpleaios a todos y todas, estudie convergencia y calcule su limite

Sea (s,) la sucesién definida por recurrencia como:
1+45,_1+52_;

S0 = a, s1 =03, YneN* s,.1=s, (T) , donde «, 3 € (0, 1).

a) (3 pts) Demuestre que Vn > 1, s,, 5,1 € (0,1).
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P3. Crecimiento o creci y miento o decrecimiento? mi entorno converge
Dada la sucesion estidiela, analice crecimiento o decrecimiento y convergencia

,nn

Uy =
" plen

P4. (30 min.) Sea (v,) con v, € (0,1) y (7-) — 0. Demuestre que lim(1 — v,,)" = 0.

P5. (30 min.) Sea (u,) una sucesién creciente. Probar que la sucesién definida por
Un = ~(ug + -+ + uy) es creciente.

P6. (30 min.) Para 0 < a < bsea w1 = a, Tpt1 = \/TnlYn € Y1 = b, Y1 = @ De-
mostrar que ambas sucesiones poseen limite, que lim x,, = lim y,, v que si llamamos
[ a este 1iltimo limite, se cumple que vab <1 < &2

P7. (30 min.) Sea uy = a y t,y1 = “bjj:% con 0 < a < b. Muestre que (u,,) es

acotada, que es convergente y calcule su limite.

Animo son secos y secas, ustedes pueden!
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b) (1.5 pts.) Calcule, si existe, el limite de s, = /24 (—1)"

Solucién: Usamos Sandwich. Claramente, ya que —1 < (—-1)" <1,

1=vV1<s,<V3

Como V1 — 1y v/3 — 1, se concluye que s, — 1
.




c) (3 pts.) Dado un real a € (0,1), se define la sucesién
uy = (1+a)(1+a°)(1+a%)---(1+a")

Usando el teorema de sucesiones monétonas, demuestre que (u,) es convergente .
Indicacion: Puede ser dtil aprovechar la conocida desigualdad de la exponencial 1 + x < e* y que

r— rn+1
Vr#1l, r+--+r"=——
1—r
Solucién: Claramente: v, >0y up 1 = u, - (1+ a”*l) > up, por lo tanto es una sucesion creciente. E
® p

Ademads, usando la primera indicacién,:

up < exp(a)exp(a®) exp(a®) - - - exp(a")

=expla+a®+a+---+a")

n+1 a )

= exp(*7757) < exp(57;

Por lo tanto (u,) es una sucecién acotada superiormente.
°

%0 5pt
En virtud del teorema de sucesiones mondtonas acotadas, se concluye que (u,) es convergente.
° () {0 5pt







Sea (s,) la sucesién definida por recurrencia como:
1+sp_1+s2

Sy = «, s = [, Vne N* s,.1=s5s, (T) , donde a, B € (0, 1).

a) (3 pts) Demuestre que ¥n > 1, s,,s,-1 € (0,1).

Solucién: Porinduccién: Paran = 1setieneques, =5 € (0,1)ys,_ 1 =a € (0,1).

0.5

Supongamos que s,, s,_1 € (0,1), PDQ: s,.1,5s, € (0, 1).

0.5

Claramente s, € (0,1) por hipétesis de induccién (directa).
Ademas (como n > 1):

[0.5]

[0.5]

[1.0]

NSRS 2 1+0+0°
Sn+1:5n< e ;+S"_1>>O-<%):0
1+ s,_ 2 1+1+412
Sn+1:5n< A ;+sn_1)<1(%):1

b) (3 pts) Demuestre que (s,) es convergente y calcule su limite.

Solucién: Como s, € (0,1), se tiene que Vn > 1,

<1+sn1+sﬁ_1> (1+1+12)
Sntl = Sp 3 < S, T = S,.

Por lo que (s,) es decreciente. Como ademds es acotada inferiormente, es convergente.

g

Sea ¢ = lim s,,, entonces, tomando limite en la recurrencia se tiene que:

g

2
g:g<#)_

= H=A+P+P = L(FP+L-2)=0
= ({-1){(l+2)=0<={=0V /IL=1V L=-2

O sea, despejando:

Como s, € (0,1) es decreciente, su limite no puede ser ni 1 ni —2. Por lo tanto

g

lims, =0.




P4. Sea (v,) con v, € (0,1) y (51 ) = 0. Demuestre que lim(1 - v,)" = 0.
Solucién o -
Notemos que dado que v, € (0,1), entonces —v, € (—1,0). Por lo tanto 0<1- vy ¥ luego
0 < (1 - v,)". Ademds, por la tercera desigualdad de Bernoulli, tenemos que
1
- 1 +nvn
La desigualdad anterior es vilida ;,'a; que —v, € (—-1,0) € (=1,1),¥n € N. Andlogamente al
problema anterior se concluye que ;3— _Hm — 0 vy por Bﬂnt;lwmh de Sucesiones

(l=u.)" <

(I—wvp)"—=0.m




p7.

Lo tltimo pues z,, < y,,. Por lo tanto (y,,) es decreciente y ademds acotada inferiormente, entonces
es convergente. Ahora veamos que (z,) es creciente. Observemos que

xnﬂ—xn:\/m—xn
> \/YnYn — Tn
=Yn — Tn
> 0.

Por lo tanto (x,) es creciente y como es acotada superiormente, entonces es convergente. Para ver
la igualdad de los limites basta notar que

Tn + Yn

B , limz, + limy
Ynt1 = — = limy, 41 = limy, = e LEE—

2
= 2limy, = limx, + limy,

= limy,, = lim x,,.

Esto es valido por Algebra de Limites pues ambos limites existen. Recordemos que para una
sucesion (s,) creciente y acotada superiormente, su limite es sup{s,, : n € N}, y para una sucesién
(uy,) decreciente y acotada inferiormente, su limite es inf{u,, : n € N}. En particular, para (x,)
cualquier término es menor que el limite, y para (y,) cualquier término es mayor que el limite. Asf,
considerando n = 2 tenemos que

a+b
Vab=xo <[ <ys = 5 m
Sea u; =ay upy1 = abjiﬁ, con 0 < a < b. Muestre que (u,) es acotada, que es convergente y

calcule su limite.
Solucion
Comencemos viendo que es acotada por b, por induccién sobre n. El caso base es trivial. Supong-
amos que se cumple para algin n € N, verifiquemos que se cumple para el caso n + 1. En efecto
Uy < b <= ui < b
= u2 +ab® < b* 4 ab?
w2 +ab® < (a+1)b?
ab® + u? <2
a+1 —
[ab? + u?2
a+1
<= Upy1 < b.
Donde todas son equivalencias ya que todos los términos involucrados son positivos. Para demostrar
que es convergente, veamos ahora que es creciente. El razonamiento es parecido al anterior.
Uy < b <= ui < b?
= aui < ab?
2 2 2 2
= au, +u;, <ab” +u,
2 2 2
— (a+ Dui < ab®+u;,
2 2
U ab
a+1
2
un+1

<
< Un+41-

Donde nuevamente todo es equivalencia por las mismas razones. Como (u,) es una sucesién
mondtona y acotada, entonces es convergente. Llamemos ¢ = limu,. Para calcular el valor de



2 _ab?4u?
¢ notemos que uy ;= — 7=

y entonces tomando limite obtenemos que

2= ab’ + 2 = (a+ 1) =ab® 4+ 12
a+1
= (a+1)0* - 2 = ab?
= Pla+1-1)=ab?
= al? = ab®
—= P =1
= {=0.
La razén de las equivalencias es analoga a lo anterior.g
Nota: Queda como ejercicio para el lector verificar que s, — s = s2 — s2.
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