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Sea (s,) la sucesién definida por recurrencia como:
1+sp_1+s2

Sy = «, s = [, Vne N* s,.1=s5s, (T) , donde a, B € (0, 1).

a) (3 pts) Demuestre que ¥n > 1, s,,s,-1 € (0,1).

Solucién: Porinduccién: Paran = 1setieneques, =5 € (0,1)ys,_ 1 =a € (0,1).

0.5

Supongamos que s,, s,_1 € (0,1), PDQ: s,.1,5s, € (0, 1).

0.5

Claramente s, € (0,1) por hipétesis de induccién (directa).
Ademas (como n > 1):

[0.5]

[0.5]

[1.0]

NSRS 2 1+0+0°
Sn+1:5n< e ;+S"_1>>O-<%):0
1+ s,_ 2 1+1+412
Sn+1:5n< A ;+sn_1)<1(%):1

b) (3 pts) Demuestre que (s,) es convergente y calcule su limite.

Solucién: Como s, € (0,1), se tiene que Vn > 1,

<1+sn1+sﬁ_1> (1+1+12)
Sntl = Sp 3 < S, T = S,.

Por lo que (s,) es decreciente. Como ademds es acotada inferiormente, es convergente.

g

Sea ¢ = lim s,,, entonces, tomando limite en la recurrencia se tiene que:

g

2
g:g<#)_

= H=A+P+P = L(FP+L-2)=0
= ({-1){(l+2)=0<={=0V /IL=1V L=-2

O sea, despejando:

Como s, € (0,1) es decreciente, su limite no puede ser ni 1 ni —2. Por lo tanto

g

lims, =0.




P2.

a) Considere a > 0 y la sucesion {x,}, oy tal que z1 = y/ay (Vn € N) 11 = Va + z,.

i) (1.5 pts) Demuestre que la sucesién {x,}, o es creciente y no negativa.

Solucién: Mediante Induccién, se demostrard que (Vn € N) 0 < z,, < @y41. (0.3 pts)
Esto es cierto cuando n = 1, ya que

0<z=+va<\/a+va=mx (0.5 pts)

puesto que la funcién raiz cuadrada es creciente. Ahora, suponiendo que la propiedad es cierta
para n € N, se debe probar que es también cierta para n + 1. En efecto, como z,, > 0, se cumple

que
0<+Va<+Va+z,=mTp1. (0.2 pts)

Dado que x,, < x,+1 y la monotonia de la funcién raiz cuadrada,

Tnt1 = Va+ Tn < \/a+ Tptp1 = Tnyo (0.3 pts)

probando asi la tesis inductiva.

En conclusién, la sucesion {x,}, .y s no negativa y creciente. (0.2 pts)

ii) (1.0 pto) Pruebe que (Vn € N) z,, < u, donde u es la Unica raiz positiva de la ecuacién u
Indicacién: Aplique la condicién u

2:u+a.

2= u+a cuando sea necesario.

Solucién: Nuevamente se procede por Induccién. En primer lugar, para n = 1, se tiene que
r1=vVa<Vat+u=vVu2=u. (0.4 pts)

Anédlogamente, si es cierto para n € N, entonces

Tnt1 = Vat o, <Vatu=vVu2=u (0.4 pts)
probando que también lo es para n + 1.

En conclusién, la sucesién es acotada superiormente por u. (0.2 pts)

iii) (1.5 pts) Concluya que la sucesién posee limite y calcilelo.

Solucién: En virtud del Teorema de Sucesiones Monétonas, dado que la sucesion es acotada
superiormente y monétona creciente, la sucesion {z,}, .y es convergente. (0.5 pts)




Si lim z, = lim x,+1 = L, aplicando Algebra de Limites de Sucesiones, se tiene que
n—oo n— oo

lim z,41 = lim va—+z,
n— o0 n— oo
L=+va+ L
L*=a+L (0.3 pts)

la cual es una ecuacién cuadrética que tiene dos soluciones dadas por

1—+v1+4a 1+ +v1+4a
2 2

L= (negativa) y L = (positiva).
(0.3 pts)

Sin embargo, la sucesion es no negativa, por lo que L > 0. En conclusion,

3 1+ 1+ 4a
lim z, = —
n— o0

(0.4 pts)




