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21 —1) = 2 — ] -1 bio de ind
Z (26 —1) Z ( (z+ 5 ) ) \cambio de indice
Z_m(m 1)+1 =1
=) (2i+m(m—1)-1)
=1
= 22i+2m(m—1)—21
i=1 i=1 i=1
=2 Zz +m(m—1) Z 1-— Z 1 \las constantes salen
i=1 i=1 i=1
1
=2 m(m2+ ) +m(m —1)m —m  \sumas conocidas
=m’+m+m®—m>—m
= m3

(c)
3 . Z 1 V- VR
S kA DWEFL+VE) S VRE DRI+ VE) VERL-VE
—i VEFT- VR
= kR D1k
_Zm—f
= VR
2”: VE+T  Vk
_kl VEk+1)  E(k+1)

\racionalizar

- [1 1 } \telescdpi
= — - elescopica
—~VE VE+1 P
N vn+1
P6 - Casobase (n=1): Y ._, TE=s <&

- Hipdtesis inductiva: Supongamos que Z"+1 ik < g, para cierto n > 1. Ahora debemos

demostrar que esto es cierto para n + 1, en efecto
-PDQ Y1 <3

k=1 n+1+k — 6
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n+3

n+2 1 1
Z Ik Z —— \cambio de indice
k=1 k=2
= gé ! + CER \sumar 0
B ~n+tk n+l n+l
n+3
1 1 . P .
= Z - \incorporar el término en la sumatoria
~n+k n+l n+1
S L L L - -
= Z + + — \soltar tltimos 2 términos
~n+k 2n+3 2n+2 n+l
) 1 1
< = 6 T I3 12 \hipétesis inductiva
5 1
6 (2n+2)(2n+3)
< 5 \ 1 , 0
= - es siempre menor que
=6 (2n +2)(2n + 3) P d
P7 (a)  (f+ ) =2k f(R)f(n—k) =20k 1-1=3 0 gl=n+1

(f*9)(n) = > f(F)gln — k) = 34 o1-(n—k) = D4 on— 2%k =

nY ol — M = n(n 4 1) — 2O = L),

(9% 9)(n) = > 5, g(k)g(n —k) = Yok (n—Fk) = Zk onk — > k? =
(n+1)(2n+1) _ n 2(n+1) _ n(n+1) (2n+1) _ (n+1)(n?

nZZ:o’f—" 6

(b) nl(f *g)(n) = n!> i f(k)g(n —

- Caso base (k =1): Hy = le 17

- Hipétesis inductiva: Supongamos que Hor = Z

P8 (a)

2 6
k n—k n —

k) =nl32_ Ok"?zk:)':zk:0<)kb f=(atb)"

—1+ <1—|—1

< 1+ k, para cierto k > 1.

’le

Ahora debemos demostrar que esto es cierto para n + 1, en efecto
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- PDQ Hyenn = Y2 L <14k + 1.
k ok
L L
=1 =1
B 2k ok 1
=1 ¢
2k 1 2k 42k 1
= Z n + Z 7 \separar suma en 2
=1 i=142F
AN |
= - bio de indi
;i+;i+2k \cambio de indice
2k 1
<1l+k+ ZZI PN \hipétesis inductiva
Fijarse que
2k
Z 1 n 1 - 1
q2k 142k 242k 0T 2k 4ok
Pero
1 < 1
1+2k = 142k
1 1
ST < o \hacer multiplicacién cruzada para verlo
1 < 1
2k 42k = 142k
Sumando todo queda:
! + ! + ...+ ! < ! + ! + ...+ !
142k 242k 77 2642k = 142k 1428 T 142k
2k:gces
k
— 1 2* o
Z - = < oF < 1 \multiplicacién cruzada para verlo
—~i+2 2F +1
Retornando a la desigualdad anterior
2k+1 1 Qk 1
izlgg 1+k++izli+2k

<l+k+1

Sebastian Espinosa Trujillo 27 Consultas: seba-spio@hotmail.com



:%%: UNIVERSIDAD DE CHILE
é@ﬁ\ FACULTAD DE CIENCIAS FiSICAS Y MATEMATICAS
B[ c UNIDAD DE CALIDAD DE VIDA ESTUDIANTIL 8 SEMANA 7

MA1101 INTRODUCCION AL ALGEBRA

(b) - Casobase (n=1): 2., H; = Hy, pero Hy = 3.1_, 1=1,luego Hy = (1+1)H, —
l=(14+1)—-1=1.
- Hipétesis inductiva: Supongamos que » - | H; = (n+ 1)H,, — n, para cierto n > 1.
Ahora debemos demostrar que esto es cierto para n + 1, en efecto
-PDQ Y Hi=(n+1+1)H, 1 — (n+1).

n+1 n
ZHi = ZHi+Hn+1
i=1 i=1
=(n+1)H,—n+ Hyy \hipétesis inductiva
1 o
=(n+1) Z; son + H,q \definicién de H,

1
:(n+1)22+1—1—n+Hn+1 \sumar 0

i=1

"1 n+1 n+1
i=1

n+1 n+1
1 1
- 1 - “1-n+H,
(n+);i+n+1 n+ Hyp
n+1 1
:(n—i—l);;—l—n—l—HnH \1ncorporarn+1 a la sumatoria

= (n + ]->H7‘L+1 —1—n+ Hn+1
(1) s — (01 1)
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9. Semana 8
P1 Expandimos de la doble sumatoria redefiniéndola como sigue
> 2 T by
i=1 j:i+j es par i=1 j=1
Tal que b; ; = a; j sit+j espary b, ; = 0 si 7+ j es impar, luego tenemos que

DR 3 918

1=1 j:i+j es par =1 j=1

=D bij

j=1 i=1
n n

=Y D bty D> by
j=1 4147 es par j=1 i:i+7 es impar

j=1 4:i+j es par

P1 Expandimos de la doble sumatoria redefiniéndola como sigue

DR B 9 ¥

i=1 j;j=0méd i  i=1 j=1
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Tal que b; ; = a;; si y méd ¢y b; ; = 0 si no

> Y -3

i=1 jij=0méd i  i=1 j=1

=22 b

j=1 i=1
n n

=2 > bty D by
j=1 4:j méd ¢ j=1 4:j no méd ¢
n

=Y D by
§=1 i:j méd i

= i > b

j=1 irj=ixk kEZ

= i > b

J=1 4:i divide a j

7=1 4:i divide a j

P3 Notando que |A| = |Upee C| = S cec |C|- Lo anterior debido a que los conjuntos en C son
disjuntos (una particiéon de A) y, en consecuencia, usando la proposicién 7.11 se concluye lo
pedido.

P4 Recordar que las funciones epiyectivas son aquellas que toman todos los elementos del codo-
minio. Dicho esto, supongamos que |A| = n, el problema de encontrar funciones epiyectivas
es simplemente un problema combinatorial, de los n elementos del dominio, extraigo k de
ellos cuya imagens sera 1, por otra parte, dado que es epiyectivo, n — k tendran imagen 0.
Extraer k elementos en n es (Z) y eso se hace para k € {1,...,n — 1}. Dicho esto se tiene que

n—1 n
n n
= —2
() -2 ()
k=1 k=0
=2"-2
=Ml _2

P5 a)

n

U

i=1

=S 1Al -3 S jan4 <Y A
i=1 =1

i=1 j=1,i#j

Lo ultimo debido a que el cardinal de interseccién es siempre mayor o igual que 0
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b) <«
Ja ZIAI—Z > 1ana
=1 21] 1z;é]
ZZ\A!—Z Z 10|
’Llj 11;&]
DI Sb o
i=1 j=1,i#j
= A
i=1
=

ZIM—Z > 04y

i=1 j=1,i#j

U

=1

i=1 j=1,i#j

AN A =0 Vi,je[l,n],i#j

P6 Probaremos que es biyeccién, es decir, inyectiva y epiyectiva

- Inyectiva: Vo, 25 € {0,1}* f(21) = f(22) = 71 = 75. En efecto, sean x, 5 funciones
arbitrarias que van desde A a {0,1}, si f(z1) = f(x2) quiere decir que z;'({1}) =
z5 ({1}) = A’ (Preimégenes iguales), ademés como x; y z son funciones necesaria-
mente z; ' ({0}) = 25 ({0}) = A” (notar que A’ U A” = A), por lo que si tomamos un
elemento a € A’ tenemos que x1(a) = x5(a) = 1, por otra parte si tomamos un elemento
a € A” tenemos que z1(a) = z2(a) = 0, por lo que las funciones son iguales.

- Epiyectiva VB € P(A) 3z € {0,1}* tal que f(x) = B, en efecto, dado B C A, si
elegimos la funcién definida como = : A — {0, 1} tal que z(a) =1sia € By z(a) =0
si a € A\B, se tiene que f(z) ={a € Alz(a) =1} & f(z) =271 ({1}) =

Concluimos que la funcién f es biyectiva

P7 Primero hay que notar que A es finito, la idea del problema es que la secuencia, que es infinita,
va sacando elementos de este conjunto, nos piden demostrar que existira algiin momento en
que estos elementos se van a repetir en la secuencia (lo cual es 16gico). A modo ilustrativo, pen-
semos en A = {1,2,3,4,5}, tomemos una secuencia aleatoria (zg, x1, X2, T3, T4, L5, Tg, T7, ... )
= (2,4,5,3,2,4,1,3,...), claramente encontramos 1,5 € IN,1 # 5 tales que x; = x5 (4 =
4). La demostracion es explicar esto mismo por contradiccién, supongamos que para todo
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l,j € N,l # j x; # x;, pero A tiene n elementos y la secuencia es infinita, luego es imposible
que no se repitan, entonces se concluye por contradiccion que hay [,7 € IN,[ # j tales que
T; = I.
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