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P1. Sea u, = 5(1+ (—1)"). Calcular lim “tettin,
Solucion
Notemos que el denominador se escribe como »_;'_; uj. Calculemos esta suma.
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Para calcular la suma que queda, fijemonos que si n es par, entonces Z:Z:l(—l)’C = 0, pues estamos
sumando una cantidad par de terminos de la forma ((—1) + 1). Si n es impar, n 4+ 1 es par, y

entonces
n n+1
DD =YD - (- =
k=1 k=1
Luego

1 .
— 5 n impar.

n n
R n par
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Por lo tanto, concluimos que
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1 n
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Con esto intuimos que deberia ser que el limite es %, pero debemos demostrarlo. Es decir, debemos

mostrar que
n
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k=1
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Notemos que

k=1
Es decir, Vn € N se tiene que
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El Sandwich de Sucesiones implica que
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P2.

P3.

P4.

es decir

Dado k € N, estudie la convergencia de la sucesién (n¥q"), donde (g,) — ¢ con |q| < 1.
Solucion
Como sabemos que ¢, — ¢, entonces Ing € N tal que Vn > ng se tiene que

lg| +1
5

0 < lgn| <

Elevando a la potencia n obtenemos que
+1\"
o< = (M)

Multiplicando por n* tenemos que

n

Notemos que como |g| < 1, entonces |q‘2+1
k

que si u € R es tal que |u| < 1, entonces n
que

< 1. Por propiedad demostrada en el apunte sabemos
u™ — 0. Luego, por Sandwich de Sucesiones concluimos

bl — 0

Sea (hy) con hy, >0y (ﬁ) — 0. Demuestre que lim =0.

1
(I4+hp)™
Solucion

Como todos los términos de (h,,) son positivos, inmediatamente obtenemos que Vn € N, 0 <

De la primera desigualdad de Bernoulli tenemos

1
(1+hn)n '

(1+hy)" >1+nh,

es decir
1 1

< .
(I+hp)™ — 1+nh,
Estas desigualdades son vélidas pues todos los h,, son positivos. En resumen tenemos que

0c—1t 1
T+ h)" = 140k,

Notando que
1
1 nhn

1+nhn:ﬁ+1

por la hipdtesis del problema, utilizando Algebra de Limites concluimos que
Sandwich de Sucesiones implica que

1
1+nhy, — 0 y el

1

7(1 ) — 0.m

Sea (vy,) con v, € (0,1) y (%

> ) — 0. Demuestre que lim(1 — v,)" = 0.
Solucion
Notemos que dado que v, € (0,1), entonces —v,, € (—1,0). Por lo tanto 0 < 1 — v, y luego

0 < (1 —wv,)™ Ademds, por la tercera desigualdad de Bernoulli, tenemos que
1
1—v,)" < ——.
( n)" < 1+ nv,
La desigualdad anterior es valida ya que —v, € (—1,0) C (-1, %) ,¥n € N. Andlogamente al
problema anterior se concluye que 1-&-% — 0 y por Sandwich de Sucesiones

(1 - 'Un)n — 0..



P5. Sea (uy,) una sucesién creciente. Probar que la sucesién definida por v, = L(uy + -+ + uy) es
creciente.
Solucion
Sea n € N. Notemos que podemos reescribir v,, como

n
1
Up = — E Uk .
n
k=1

Para probar lo pedido, analicemos la diferencia v, 11 — vy,.

1 n+1 1 n
Un+1 — Up = E Uk — — E Uk
n+ n n+ 1 n
k=1 k=1

nY iy ur = (n+ ) Y0 w

n(n+1)
_ (U1 + Do Uk) — Mg Uk — Dy Uk
nn+1)
_ MUupi1 +n Dkt Wk — Dy Uk — D Uk
n(n+1)
_ Mgy — Soh uk
nn+1)

Como sabemos que Vn € N n(n + 1) > 0, estudiemos qué pasa con el numerador. Sabiendo que
(up,) es creciente, tenemos que Vk =1,...,n ux < u, y entonces

n n
E up < g Uy = NUy,.
k=1 k=1

Obtenemos que
n

NUpt1 — E Up > NUpp1 — MUy = N(Upt1 — Uy) > 0.
k=1
Esto tdltimo por el crecimiento de (u,). Resumiendo, tenemos que v, — v, > 0, lo que implica
que vp4+1 > v,. Esto muestra que (vn) es creciente.g

P6. Para 0 < a < bsea 1 = a, Tnt1 = /TnlYn € Y1 = b, Yni1 = % Demostrar que ambas

sucesiones poseen limite, que limx, = limy, y que si llamamos [ a este ultimo limite se cumple
que Vab <[ < “T‘"b

Solucion

Demostremos que z,, < y,, Vn € N. Notemos que

0< (xn - yn)2
= ngi—zﬂcnyn—l—yi
= dapyn < 22+ 2200 + Y2
— 4xi+1 < (xn + yn)Q

(xn + yn)2

- 4

Tn + Yn
T = yn+1

N

2
=z,

= Tn41

IN

Lo que es valido para todo n € N. Demostremos que y,, es decreciente. En efecto

Tn + Yn

yn+1_yn—T_yn
:xnfyn
2
<0.



p7.

Lo tltimo pues z,, < y,,. Por lo tanto (y,,) es decreciente y ademds acotada inferiormente, entonces
es convergente. Ahora veamos que (z,) es creciente. Observemos que

xnﬂ—xn:\/m—xn
> \/YnYn — Tn
=Yn — Tn
> 0.

Por lo tanto (x,) es creciente y como es acotada superiormente, entonces es convergente. Para ver
la igualdad de los limites basta notar que

Tn + Yn

B , limz, + limy
Ynt1 = — = limy, 41 = limy, = e LEE—

2
= 2limy, = limx, + limy,

= limy,, = lim x,,.

Esto es valido por Algebra de Limites pues ambos limites existen. Recordemos que para una
sucesion (s,) creciente y acotada superiormente, su limite es sup{s,, : n € N}, y para una sucesién
(uy,) decreciente y acotada inferiormente, su limite es inf{u,, : n € N}. En particular, para (x,)
cualquier término es menor que el limite, y para (y,) cualquier término es mayor que el limite. Asf,
considerando n = 2 tenemos que

a+b
Vab=xo <[ <ys = 5 m
Sea u; =ay upy1 = abjiﬁ, con 0 < a < b. Muestre que (u,) es acotada, que es convergente y

calcule su limite.
Solucion
Comencemos viendo que es acotada por b, por induccién sobre n. El caso base es trivial. Supong-
amos que se cumple para algin n € N, verifiquemos que se cumple para el caso n + 1. En efecto
Uy < b <= ui < b
= u2 +ab® < b* 4 ab?
w2 +ab® < (a+1)b?
ab® + u? <2
a+1 —
[ab? + u?2
a+1
<= Upy1 < b.
Donde todas son equivalencias ya que todos los términos involucrados son positivos. Para demostrar
que es convergente, veamos ahora que es creciente. El razonamiento es parecido al anterior.
Uy < b <= ui < b?
= aui < ab?
2 2 2 2
= au, +u;, <ab” +u,
2 2 2
— (a+ Dui < ab®+u;,
2 2
U ab
a+1
2
un+1

<
< Un+41-

Donde nuevamente todo es equivalencia por las mismas razones. Como (u,) es una sucesién
mondtona y acotada, entonces es convergente. Llamemos ¢ = limu,. Para calcular el valor de



2 _ab?4u?
¢ notemos que uy ;= — 7=

y entonces tomando limite obtenemos que

2= ab’ + 2 = (a+ 1) =ab® 4+ 12
a+1
= (a+1)0* - 2 = ab?
= Pla+1-1)=ab?
= al? = ab®
—= P =1
= {=0.
La razén de las equivalencias es analoga a lo anterior.g
Nota: Queda como ejercicio para el lector verificar que s, — s = s2 — s2.



