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Probar que inf{ﬁ tne€ N} =0
Solucion
Llamemos A al conjunto bajo estudio. Comprobaremos que 0 cumple las dos propiedades del infimo,
es decir

(a) 0 es cota inferior de A.

(b) Cualquier otra cota inferior de A es menor que 0.
Veamos cada propiedad por separado.

(a) Por definicién, 0 es cota inferior de A ssi (Vz € A) 0 < z. En efecto, los elementos de A son
de la forma ﬁ, con n € N. Notemos que 1 y 2n + 1 son estrictamente positivos para todo
n natural, por lo tanto también su cuociente, y entonces tenemos que (Vn € N) —2— > 0. De

2n+1
esto se sigue que 0 es cota inferior de A.

(b) Ahora probaremos que ningin nimero positivo puede ser cota inferior de A, es decir, mostra-
remos que

1
2m 41
En efecto, dado ¢ > 0, por la Propiedad Arquimediana, 3m € N tal que 1 < me. Notemos

que 1 < me < 2me < 2me + € = ¢(2m + 1), desigualdades vélidas pues todas las cantidades
involucradas son estrictamente positivas. Obtenemos que

(Ve > 0)(3m € N)

<e.

l<e@m+1) <= <e.

2m+1

Hemos demostrado que ningtin nimero positivo puede ser cota inferior de A, pues dado cual-
quiera, hay un elemento en A menor que éste. Por lo tanto, cualquier cota inferior ¢ de A debe
cumplir que ¢ < 0.

De todo lo anterior, concluimos que 0 es el infimo de A.g

Sea f una funcién creciente cuyo dominio es el intervalo [0, 1]. Demuestre que el conjunto f([0,1])
es acotado superiormente. Calcule el supremo del conjunto f([0,1]) y determine si posee maximo.
Solucion

Por hipétesis tenemos que f es creciente, y de la definicién tenemos que

(Vz1,22 € Dom f) x1 < xzo = f(x1) < f(x2).
Tomando 2 = 1 (pues la propiedad debe cumplirse para cualquier xs), tenemos que
(Vz € Dom f) z<1= f(x)< f(1).
Notemos que el lado izquierdo de la implicacién siempre es verdadero, por lo que ha de tenerse que
(va € [0,1)) f(@)< f(1).

Y con esto f([0,1]) es acotado superiormente por f(1). Luego, por axioma del supremo, f([0,1])
tiene supremo. Notemos que f(1) € f([0,1]). Entonces, f(1) es el maximo del conjunto f([0,1]) y
por lo tanto su supremo.m
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Dados a y b reales, demuestre que si para cualquier € > 0 se cumple que a < b+ ¢, entonces a < b.
Solucion
Sabemos que

(Ve>0) a<b+e
— (Ve>0) a—-b<e
— (Vee(0,40)) a—-b<e.
De donde concluimos que a — b es cota inferior de (0, +00).

Por otra parte, sabemos que {nf(0,+00) = 0, y por definicién de {nfimo, cualquier cota inferior de
(0, +00) debe ser menor o igual que él, en particular, tenemos que

a—b<0<=a<b.pg

Sean S y T subconjuntos no vacios de R tales que para todo x € S'y para todoy € T x < y. Probar
que S tiene supremo, que 7" tiene infimo, y que sup S < infT.

Solucion

Sabemos que (Va € S)(Vy € T) = < y. Mirando la segunda parte de la proposicién, tenemos que

MyeT) z<uy.

Lo que nos dice que T es acotado inferiormente (por cualquier elemento de S). Por lo tanto, por
Axioma del Supremo, T tiene infimo. Ademads, por definicién de infimo, se debe tener que

(VxeS) x<infT.

Lo que prueba que S es acotado superiormente. Nuevamente, por Axioma del Supremo, tenemos
que S tiene supremo, y ademas, por definicién de supremo tenemos que

sup S < infT.g

Sean A y B subconjuntos no vacios de R, los cuales verifican las siguientes propiedades:

(a) AUB=R

(b) Todo elemento de A es menor que todo elemento de B

Demuestre que existe un real a que es simultdneamente cota superior de A y cota inferior de B.
Pruebe, ademds, que dicho ntimero real « es inico.

Solucion

En el problema anterior hemos probado que si un par de subconjuntos A, B no vacios de R satisfacen
la condicién (b), entonces sup A < {nf B. Veamos que no puede ser que sup A < inf B.

En efecto, si esto fuera cierto, por densidad de Q en R, d¢ € Q tal que sup A < ¢ < inf B, lo que
implica que ¢ ¢ AAq ¢ B. Luego, ¢ ¢ AU B y por lo tanto AU B C R, lo que contradice (a).
Concluimos que sup A = inf B. Llamando « = sup A = inf B, tenemos que « es simultaneamente
cota superior de A (la menor) y cota inferior de B (la mayor), ademés como es un supremo, es
dnico.

Sean A, B, C subconjuntos de R no vacios y acotados. Pruebe que si para todo z € Ay todoy € B
existe z € C' tal que = + y < z, entonces sup A +sup B < supC'.g

Solucion

Consideremos el conjunto

A+B={z+yeR : x€ A ye B}

Entonces, sabemos que
VueA+B)(FzeC) u<ez.

Lo que prueba A 4+ B es acotado superiormente y, por Axioma del Supremo, A + B tiene supremo.
Ademis, tenemos que como C' es acotado, posee supremo. Por definicién de supremo, tenemos que
(Vz € C) z <supC, y por lo tanto

(Vue A+ B) u<supC.



p7.

De donde concluimos que sup C' es cota superior de A+ B, y por definicién de supremo nuevamente
supA+ B <supC
Notando que sup A + B = sup A + sup B concluimos que

supA+sup B <supC.g

Sea A C R un conjunto acotado superiormente y tal que su complemento es acotado inferiormente.
Muestre que inf A° =sup A si y sélo si A = (—00,a] 0 A= (—00,a) con a € R.

Solucion

Demostremos la doble implicancia, para A = (—o0, a). El caso en que A = (—00, a] es completamente
analogo y se deja como ejercicio al lector.

= <) Como sabemos que A = (—o00,a), con a € R, entonces A es acotado superiormente, por
Axioma del Supremo, A posee supremo y, de hecho, sup A = a. Ademds, como A€ = [a, +00),
A€ es acotado inferiormente y por Axioma del Supremo nuevamente, A posee infimo y ademas
inf A€ = a.
Esto prueba que sup A = inf A€.

= =) Razonemos por contradiccién. Sea a = sup A que existe por ser A acotado superiormente.
Supongamos que A # (—o0,a). Entonces, el intervalo (—oo,a) tiene por lo menos un punto
que no estd en A, digamos b. Notemos que no puede ser que b > a, pues en este caso A =
(—o00,a)\{b} = (—o0,a) lo que es una contradiccién con nuestro supuesto, de donde concluimos
que b < a.
Luego, A¢ = {b} U [a,4+00) que es acotado inferiormente, lo que implica que inf A° =b < a =
sup A, lo que contradice el hecho que inf A° = sup A.m



