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Universidad de Chile.
Facultad de Ciencias F́ısicas y Matemáticas.
Departamento de Ingenieŕıa Matemática.
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CONTROL 3

MA12A CALCULO 2001

Problema 1. Sea (an) una sucesión decreciente y convergente a 0. Se define la sucesión

sn =
n∑

k=0

(−1)kak

(a) (1.5 pts.) Pruebe que (s2n) es decreciente.

(b) (1.5 pts.) Pruebe que ∀n ∈ N,∀m ≥ n, 0 ≤ s2n − s2m ≤ a2n.

(c) (1.5 pts.) A partir de lo anterior, deduzca que (s2n) satisface el criterio de Cauchy.

(d) (1.5 pts.) Usando (c), pruebe que (s2n+1) es convergente y concluya que (sn) converge.

Problema 2.

(a) (1.0 pto.) Sea h : R → R una función continua en x̄ = 0 y tal que ∀n ∈ N \ {0}, h
(

1
n

)
> 0.

Demuestre que h (0) no puede ser estrictamente negativo.

(b) (2.5 pts.) Sea g : (0,∞) → R una función que satisface g (x · y) = g (x)+ g (y). Demuestre
que si g es continua en x̄ = 1 entonces g es continua en todo su dominio.
Indicación: demuestre primero que g(1) = 0.

(c) (2.5 pts.) Sean h, g : [0, 1] → [0, 1] continuas con h (0) = 0 y g(1) = 0. Demuestre que
existe c ∈ [0, 1] tal que h(c) = g(c).

Problema 3. Dado a ≥ 0, sea fa(x) = ax3 + x− 1.

(a) (3 pts.) Demuestre la existencia y unicidad de z ∈ [0, 1] tal que fa(z) = 0.

(b) (3 pts.) Sea g : [0,∞) → [0, 1] la función que a cada a ≥ 0 le asocia la solución z ∈ [0, 1]
de la ecuación fa(z) = 0. Pruebe que g es continua.

Indicación: puede ser útil demostrar que si

au3 + u− 1 = 0
bv3 + v − 1 = 0

con a, b ≥ 0, entonces
[b(u2 + uv + v2) + 1](u− v) = u3(b− a).
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PAUTA CONTROL 3

MA12A CALCULO 2001

Problema 1. Sea (an) una sucesión decreciente y convergente a 0. Se define la sucesión

sn =
n∑

k=0

(−1)kak

(a) (1.5 pts.) Pruebe que (s2n) es decreciente.

(b) (1.5 pts.) Pruebe que ∀n ∈ N,∀m ≥ n, 0 ≤ s2n − s2m ≤ a2n.

(c) (1.5 pts.) A partir de lo anterior, deduzca que (s2n) satisface el criterio de Cauchy.

(d) (1.5 pts.) Usando (c), pruebe que (s2n+1) es convergente y concluya que (sn) converge.

Solución:

(a) Tenemos que

(0.5 pts.) s2n+2 − s2n = (−1)2n+1a2n+1 + (−1)2n+2a2n+2 = −a2n+1 + a2n+2

Como (an) es decreciente, en particular a2n+2 ≤ a2n+1 (0.5 pts.). Luego s2n+2 − s2n ≤ 0,
es decir, (s2n) es decreciente (0.5 pts.).

(b) Sean n,m ∈ N con m > n (el caso m = n es trivial). Como (s2k) es decreciente, se tiene
que s2m ≤ s2n de modo que 0 ≤ s2n − s2m (0.2 pts.). Por otra parte,

(0.3 pts.) s2n − s2m =
2m∑

k=2n+1

(−1)k+1ak = a2n+1 − a2n+2 + . . . + a2m−1 − a2m

Sumando y restando a2n al lado derecho y agrupando se obtiene

(0.4 pts.) s2n − s2m = a2n + (−a2n + a2n+1) + . . . + (−a2m−2 + a2m−1)− a2m

Como (an) es decreciente, se tiene que ∀k ∈ N, −a2k + a2k+1 ≤ 0, razón por la cual
todos los términos entre paréntesis son inferiores o iguales a 0 (0.3 pts.). Más aún, (an)
decrece a 0 por lo que an ≥ 0 para todo n ∈ N y en particular −a2m ≤ 0 y en conclusión
s2n − s2m ≤ a2n (0.3 pts.).

(c) Como an → 0 y an ≥ 0 para todo n ∈ N, tenemos que ∀ε > 0, ∃n0 ∈ N, ∀n ≥ n0,
0 ≤ an < ε (0.3 pts.). En particular, si n ≥ n0 entonces 2n ≥ n ≥ n0 y en consecuencia
a2n < ε (0.3 pts.). Luego, si m ≥ n ≥ n0 entonces de la parte (b) se deduce que
0 ≤ s2n − s2m ≤ a2n < ε (0.4 pts.). Luego, hemos probado que ∀ε > 0, ∃n0 ∈ N,
∀m ≥ n ≥ n0, |s2n − s2m| = s2n − s2m < ε, que es el criterio de Cauchy (0.4 pts.).



(d) Tenemos que s2n+1 = s2n − a2n+1 (0.2 pts.). Como (s2n) es de Cauchy, por teorema visto
en clases se sigue que es convergente a un ĺımite que denotamos s̄ (0.3 pts.). Pero (an)
converge a 0, de modo que la subsucesión (a2n+1) también converge a 0 (0.3 pts.). Por
álgebra de ĺımites, se sigue que lim s2n+1 = lim s2n− lim a2n+1 = s̄−0 = s̄ (0.3 pts.). Para
concluir que (sn) converge, observamos primero que todo n ∈ N es de la forma n = 2k o
bien n = 2k+1 para un único k ∈ N. Luego verificamos la definición de sn → 0: dado ε > 0
sabemos que existen k0, k1 ∈ N tal que ∀k ≥ k0, |s2k − s̄| < ε y ∀k ≥ k1, |s2k+1 − s̄| < ε.
Tomando k2 = max{k0, k1} se deduce que ∀n ≥ 2k2 + 1, |sn − s̄| < ε (0.4 pts.).

Problema 2.

(a) (1.0 pto.) Sea h : R → R una función continua en x̄ = 0 y tal que ∀n ∈ N \ {0}, h
(

1
n

)
> 0.

Demuestre que h (0) no puede ser estrictamente negativo.

(b) (2.5 pts.) Sea g : (0,∞) → R una función que satisface g (x · y) = g (x)+ g (y). Demuestre
que si g es continua en x̄ = 1 entonces g es continua en todo su dominio.
Indicación: demuestre primero que g(1) = 0.

(c) (2.5 pts.) Sean h, g : [0, 1] → [0, 1] continuas con h (0) = 0 y g(1) = 0. Demuestre que
existe c ∈ [0, 1] tal que h(c) = g(c).

Solución:

(a) La sucesión
(

1
n

)
converge a cero. La continuidad de h en cero implica que h

(
1
n

)
→ h (0).

(0.5 pts.) La condición del problema dice que la sucesión h
(

1
n

)
es acotada inferiormente

por cero, por lo que su ĺımite h (0), debe ser mayor o igual a cero (0.5 pts.).

(b) Probemos dos propiedades de g. Primero, g (1) = g (1 · 1) = g (1) + g (1), luego g (1) = 0
(0.5 pts.). Segundo, 0 = g (1) = g

(
x · 1

x

)
= g (x) + g

(
1
x

)
, con lo que g

(
1
x

)
= −g (x)

(0.5 pts.). Supongamos que g es continua en x = 1 y probemos que g es continua en
todo a ∈ (0, +∞). Para ello sea (an) → a, con an ∈ (0, +∞). Entonces,

(
an

a

)
→ 1

(0.5 pts.). Como g es continua en 1, se tiene que g
(

an

a

)
→ g (1) = 0 (0.5 pts.), luego

g (an) = g (an) − g (a) + g (a) = g
(

an

a

)
+ g (a) → g (a), probando que g es continua en 1

(0.5 pts.).

(c) Consideremos la función f : [0, 1] → R definida por f (x) = g (x)−h (x) (0.5 pts.). Como
g y h son continuas en [0, 1] por álgebra de funciones continuas sabemos que g − h es una
función continua en [0, 1] (0.5 pts.). Usando los valores g (1) = 0 y h (0) = 0, y el hecho
que h [0, 1] ⊆ [0, 1] y g [0, 1] ⊆ [0, 1] tenemos que f (0) = g (0)−h (0) = g (0) ≥ 0 (0.5 pts.)
y que f (1) = g (1)− h (1) = −h (1) ≤ 0 (0.5 pts.). El Teorema del Valor Intermedio nos
dice que existe c ∈ [0, 1] tal que f (c) = 0, es decir, g (c) = h (c) (0.5 pts.).

Problema 3. Dado a ≥ 0, sea fa(x) = ax3 + x− 1.

(a) (3 pts.) Demuestre la existencia y unicidad de z ∈ [0, 1] tal que fa(z) = 0.

(b) (3 pts.) Sea g : [0,∞) → [0, 1] la función que a cada a ≥ 0 le asocia la solución z ∈ [0, 1]
de fa(z) = 0. Pruebe que g es continua.



Indicación: Puede ser útil demostrar que si

au3 + u− 1 = 0
bv3 + v − 1 = 0

con a, b ≥ 0, entonces:
[b(u2 + uv + v2) + 1](u− v) = u3(b− a) (1)

Solución:

(a) Probemos primero la existencia. Tenemos que fa(0) = −1 y fa(1) = a ≥ 0 (0.5 pts.),
y como fa es continua (0.5 pts.), el Teorema del Valor Intermedio nos dice que existe
z ∈ [0, 1] tal que fa (z) = 0 (0.5 pts.).

Para la unicidad, podemos utilizar (1) con a = b para concluir que si u, v ∈ [0, 1] son
soluciones de la ecuación fa(x) = 0 entonces [a(u2 + uv + v2) + 1](u− v) = 0 (0.5 pts.).
Pero a, u, v ≥ 0, de modo que a(u2+uv+v2)+1 ≥ 1 y en consecuencia para que lo anterior
sea cierto necesariamente u = v (0.5 pts.).

Finalmente, probamos la indicación. Restando las dos ecuaciones se deduce que

0 = au3 − bv3 + u− v

= au3 − bu3 + bu3 − bv3 + u− v

= u3(a− b) + b(u3 − v3) + u− v

= u3(a− b) + b(u− v)(u2 + uv + v2) + u− v

= u3(a− b) + [b(u2 + uv + v2) + 1](u− v)

de donde se sigue (1) (0.5 pts.).

(b) Sea a ≥ 0, P.D.Q. g es continua en a. Sea (an) una sucesión con valores en [0,∞) (0.5
pts.) y convergente al real a. P.D.Q. g(an) → g(a) (0.5 pts.). Usando la propiedad (1)
con a y b = an queda

[a(g(a)2 + g(a)g(an) + g(an)2) + 1](g(an)− g(a)) = g(an)3(an − a),

de donde

(1.0 pto.) |g(an)− g(a)| = g(an)3

a(g(a)2 + g(a)g(an) + g(an)2) + 1
|an − a| ≤ |an − a|.

Luego, como an → a ⇒ |an − a| → 0, por sandwich de sucesiones, resulta que |g(an) −
g(a)| → 0, es decir g(an) → g(a) (1.0 pto.).
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Control #3 MA12A CALCULO
Escuela de Ingenieŕıa, FCFM, U. de Chile.

Semestre 2004-1

P1.- (i) Considere la función f : R → R definida mediante

f(x) =



sin((1− a)x)

x
si x < 0,

b(x− a)2 si 0 ≤ x ≤ 1,

sin(a(x− 1))

ln x
si x > 1,

donde a y b son parámetros reales con a 6= 0, a 6= 1.

a) (0.5 ptos.) ¿Qué puede decir de la continuidad de f en los intervalos
(−∞, 0), (0, 1) y (1,∞)? Justifique.

b) (1.5 ptos.) Encuentre una relación entre a y b equivalente a la continuidad
de f en 0.

c) (1.5 ptos.) Encuentre una relación entre a y b equivalente a la continuidad
de f en 1.

d) (0.5 ptos.) Encuentre los valores de a y b, con a 6= 0, a 6= 1, tales que f
sea continua en R.

(ii) (2 ptos.) Estudie la continuidad en los puntos 0 y 1 de la función f : R → R
definida por f(x) = [x]x.

(Recuerde que [x] es la parte entera de x, definida como el mayor entero k que
cumple k ≤ x.)

P2.- Calcule los ĺımites siguientes justificando apropiadamente (1 pto. cada uno):

(i) ĺım
h→0

sin(a + h)− sin(a)

h
, a ∈ R (ii) ĺım

x→π

sin(x)

π − x
(iii) ĺım

x→0

cos(x)− 1

ex2 − 1

(iv) ĺım
x→0+

√
1 + xa −

√
1− xa

xa
, a > 0 (v) ĺım

x→1
x−

x
ln x (vi) ĺım

n→∞

( 2n

1 + 2n

)n

P3.- (i) Sea f : [a, b]→ R una función continua en [a, b].

a) (2 ptos.) Pruebe que existen x, x ∈ [a, b] tales que

f(x) ≤ f(x1) + f(x2)

2
≤ f(x) ∀x1, x2 ∈ [a, b].

b) (2 ptos.) Demuestre que dados x1, x2 ∈ [a, b] cualesquiera existe β ∈ [a, b]
tal que

f(β) =
f(x1) + f(x2)

2
.

Indicación: utilice los teoremas sobre funciones continuas en un intervalo [a, b].

(ii) (2 ptos.) Sea f : R → R una función que satisface:

f(x) ≤ 0 ∀x ≤ 0,

f(x) ≥ 1 ∀x > 0.

Pruebe que f no es continua en cero.

TIEMPO: 3 horas.



Pauta Control #3 MA12A Cálculo
Escuela de Ingenieŕıa, FCFM, U. de Chile.

Semestre 2004-1

El objetivo de esta pauta es orientar la corrección de los ayudantes y dar al alumno una gúıa de estudio. Es respon-
sabilidad del alumno tener una copia de esta pauta para el d́ıa de la revisión de su prueba. Esta se puede obtener en
la página:
http://www.dim.uchile.cl/∼lmella/MA12A.html en formato ps o pdf.

P1.- (i) Considere la función f : R → R definida mediante

f(x) =



sin((1− a)x)
x

si x < 0,

b(x− a)2 si 0 ≤ x ≤ 1,

sin(a(x− 1))
lnx

si x > 1,

donde a y b son parámetros reales con a 6= 0, a 6= 1.

a) (0.5 ptos.) ¿Qué puede decir de la continuidad de f en los intervalos (−∞, 0), (0, 1) y (1,∞)? Justifique.
b) (1.5 ptos.) Encuentre una relación entre a y b equivalente a la continuidad de f en 0.
c) (1.5 ptos.) Encuentre una relación entre a y b equivalente a la continuidad de f en 1.
d) (0.5 ptos.) Encuentre los valores de a y b, con a 6= 0, a 6= 1, tales que f sea continua en R.

(ii) (2 ptos.) Estudie la continuidad en los puntos 0 y 1 de la función f : R → R definida por f(x) = [x]x.
(Recuerde que [x] es la parte entera de x, definida como el mayor entero k que cumple k ≤ x.)

Pauta. (i) a) La función f es continua en los intervalos (−∞, 0), (0, 1) y (1,∞) ya que en cada uno de éstos se puede
aplicar los teoremas sobre álgebra y composición de funciones continuas. Sólo es necesario observar
que en (−∞, 0) sin((1−a)x)

x es continua puesto que el denominador no se anula y en (1,∞) sin(a(x−1))
ln x

es continua.
b) Para estudiar la continuidad en 0 conviene calcular los ĺımites laterales de f en este punto. Utilizando

la definición de f y la hipótesis a 6= 1 podemos escribir

ĺım
x→0−

f(x) = ĺım
x→0−

sin((1− a)x)
x

= ĺım
x→0−

sin((1− a)x)
(1− a)x

(1− a)

= 1− a

ya que ĺımz→0
sin(z)

z = 1.
Por otro lado

ĺım
x→0+

f(x) = ĺım
x→0+

b(x− a)2

= ba2.

Ahora bien, f es continua en 0 si y sólo si ĺımx→0− f(x) = ĺımx→0+ f(x) = f(0), es decir

1− a = ba2.

c) Calculemos los ĺımites laterales de f en 1:

ĺım
x→1−

f(x) = ĺım
x→1−

b(x− a)2

= b(1− a)2.

1



Suponiendo, como dice el enunciado, que a 6= 0 podemos calcular el otro ĺımite del siguiente modo

ĺım
x→1+

f(x) = ĺım
x→1+

sin(a(x− 1))
lnx

= ĺım
x→1+

sin(a(x− 1))
a(x− 1)

a(x− 1)
lnx

.

(1)

Con el cambio de variables y = z(x − 1) vemos que ĺımx→1
sin(a(x−1))

a(x−1) = ĺımy→0
sin(y)

y = 1. Por otro

lado ĺımx→1
x−1
ln x = 1, lo que se puede deducir del ĺımite (más conocido quizá) ĺımz→0

ln(1+z)
z = 1 con

el cambio de variables z = x− 1. Luego

ĺım
x→1+

f(x) = a.

Finalmente la continuidad de f en 1 es equivalente a ĺımx→1− f(x) = ĺımx→1+ f(x) = f(1) lo que es
a su vez equivalente a

b(1− a)2 = a.

d) En vista de las partes anteriores debemos buscar a 6= 0, a 6= 1 tales que

1− a = ba2 y b(1− a)2 = a.

Reemplazando 1− a = ba2 en la segunda ecuación se obtiene b(ba2)2 = a, luego b3a4 = a. Dividiendo
por a (que suponemos distinto de cero) b3a3 = 1 de donde ab = 1. Volviendo a la primera ecuación
1− a = a por lo que a = 1

2 y b = 2.
(ii) Estudiemos primeramente la continuidad de f en 0, para lo cual conviene recordar que

ĺım
x→0−

[x] = −1 y ĺım
x→0+

[x] = 0. (2)

En efecto, argumentando con sucesiones, si (xn) es una sucesión tal que xn → 0, xn < 0 ∀n, vemos que
−1 < xn < 0 para n suficientemente grande por lo que [xn] = −1. El otro ĺımite es similar.
Utilizando los ĺımites (2) vemos que

ĺım
x→0−

f(x) = ĺım
x→0−

[x]x = (−1) · 0 = 0,

y
ĺım

x→0+
f(x) = ĺım

x→0+
[x]x = 0 · 0 = 0,

Como f(0) = 0 concluimos que f es continua en 0.
Similarmente a (2) tenemos

ĺım
x→1−

[x] = 0 y ĺım
x→1+

[x] = 1.

Aśı
ĺım

x→1−
f(x) = ĺım

x→1−
[x]x = 0 · 1 = 0 6= f(1) = 1.

Esto muestra que f no es continua en 1.

Puntaje.

(i) a) 0.5 ptos. El puntaje es por argumentar que sobre los intervalos anteriores
la función es cociente, producto, suma, resta y composición de funciones
continuas. Se tiene que mencionar que en el caso del cociente se está
dividiendo por una función que no se anula.

b) y c) 0.4 ptos. por mencionar que la continuidad se puede establecer estudiando ĺımites
laterales

1 pto. calcular correctamente los ĺımites por la izquierda y por la derecha
(0.5 cada uno)

0.1 ptos. plantear correctamente la ecuación
d) 0.5 ptos. por resolver correctamente

(ii) a) 1 pto. la continuidad en 0
1 pto. la continuidad en 1
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Observaciones: Para los ĺımites laterales en ib) e ic) se requiere conocer algunos ĺımites básicos: ĺımt→0
sin t

t y
ĺımt→0

ln(1+t)
t y además identificar la estrategia correcta para el ĺımite por la derecha en 1 (ver (1)). De los dos

puntos asignados a esta parte se sugiere:

0.5 por conocer ĺımt→0
sin t

t

0.5 por conocer ĺımt→0
ln(1+t)

t
0.5 por usar la continuidad de b(x− a)2

0.5 por el resto (básicamente hacer (1)).

P2.- Calcule los ĺımites siguientes justificando apropiadamente (1 pto. cada uno):

(i) ĺım
h→0

sin(a + h)− sin(a)
h

, a ∈ R (ii) ĺım
x→π

sin(x)
π − x

(iii) ĺım
x→0

cos(x)− 1
ex2 − 1

(iv) ĺım
x→0+

√
1 + xa −

√
1− xa

xa
, a > 0 (v) ĺım

x→1
x−

x
ln x (vi) ĺım

n→∞

( 2n

1 + 2n

)n

Pauta. (i)

ĺım
h→0

sin(a + h)− sin(a)
h

= ĺım
h→0

sin(a) cos(h) + cos(a) sin(h)− sin(a)
h

= ĺım
h→0

sin(a)
cos(h)− 1

h
+ cos(a)

sin(h)
h

.

Pero

ĺım
h→0

cos(h)− 1
h

= ĺım
h→0

cos(h)− 1
h2

h = −1
2
· 0 = 0.

Gracias a esto y el ĺımite ĺımh→0
sin(h)

h = 1 obtenemos

ĺım
h→0

sin(a + h)− sin(a)
h

= cos(a).

(ii) Mediante el cambio de variables h = x− π vemos que

ĺım
x→π

sin(x)
π − x

= ĺım
h→0

sin(h + π)
−h

= ĺım
h→0

sin(h)
h

= 1,

donde hemos utilizado el hecho que sin(α + π) = − sin(α) ∀α ∈ R.

(iii)

ĺım
x→0

cos(x)− 1
ex2 − 1

= ĺım
x→0

cos(x)− 1
x2

x2

ex2 − 1
. (3)

Recordemos que

ĺım
x→0

cos(x)− 1
x2

= −1
2
,

y observemos que haciendo h = x2,

ĺım
x→0

x2

ex2 − 1
= ĺım

h→0

h

eh − 1
= 1,

por lo que

ĺım
x→0

cos(x)− 1
ex2 − 1

= −1
2
.
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(iv) Racionalizando encontramos

ĺım
x→0+

√
1 + xa −

√
1− xa

xa
= ĺım

x→0+

√
1 + xa −

√
1− xa

xa

√
1 + xa +

√
1− xa

√
1 + xa +

√
1− xa

= ĺım
x→0+

1 + xa − (1− xa)
xa(

√
1 + xa +

√
1− xa)

= ĺım
x→0+

2xa

xa(
√

1 + xa +
√

1− xa)

= ĺım
x→0+

2√
1 + xa +

√
1− xa

. (4)

Las funciones g1(x) =
√

1 + xa y g2(x) =
√

1− xa son continuas en [0,∞) y [0, 1] respectivamente por
álgebra y composición de funciones continuas. El único punto delicado podŕıa ser ĺımx→0+ xa = 0 cuando
a > 0. Esto se deduce por ejemplo de 0 ≤ xa ≤ x1/k ∀0 < x < 1 donde k es un natural tal que 1

k < a

y del hecho (conocido) que x1/k es continua en [0,∞), siendo la inversa de la función y 7→ yk. Luego
ĺımx→0

√
1 + xa = ĺımx→0

√
1− xa = 1 y concluimos que

ĺım
x→0

√
1 + xa −

√
1− xa

xa
= 1.

(v) FORMA 1: Utilizando la definición de ln(x) y la propiedades de la la exponencial

ĺım
x→1

x−
x

ln x = ĺım
x→1

exp
(
− x

ln(x)
ln(x)

)
= ĺım

x→1
exp(−x)

= e−1,

gracias a la continuidad de la función exponencial.
FORMA 2:

ln(x−
x

ln x ) = − x

ln(x)
ln(x) = −x.

Entonces
ĺım
x→1

ln(x−
x

ln x ) = ĺım
x→1

−x = −1.

De aqúı se deduce que
ĺım
x→1

x−
x

ln x = exp( ĺım
x→1

ln(x−
x

ln x )) = e−1.

(vi) FORMA 1:

ĺım
n→∞

( 2n

1 + 2n

)n

= ĺım
n→∞

(
1− n

1 + 2n

1
n

)n

= ĺım
n→∞

(
1 +

an

n

)n

donde an = − n
1+2n tiene ĺımite − 1

2 . Es una propiedad usualmente vista en clases que en esta situación

ĺım
n→∞

(
1 +

an

n

)n

= exp( ĺım
n→∞

an) = e−
1
2 .
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FORMA 2: utilizando logaritmos y un cambio de variables

ĺım
n→∞

( 2n

1 + 2n

)n

= ĺım
x→0+

( 2
x + 2

)1/x
(

x =
1
n

)
= ĺım

x→0+
exp

(
log( 2

x+2 )
x

)

= exp

(
ĺım

x→0+

log( 2
x+2 )
x

)
(continuidad de exp(·))

= exp

(
ĺım

x→0+
− 1

x + 2
·
log( 2

x+2 )
2

x+2 − 1

)

= exp
(
− ĺım

x→0+

1
x + 2

· ĺım
t→1

log t

t− 1

)
= e−1/2

Puntaje.

(i) 0.3 ptos. por identificar y utilizar correctamente la buena identidad trigonométrica
0.3 ptos. ĺımh→0

cos(h)−1
h = 0

0.4 ptos. por el resto
(ii) 0.6 ptos. lo importante aqúı es el cambio de variables

0.4 ptos. por el resto
(iii) 0.2 ptos. reconocer el paso (3)

0.2 ptos. ĺımx→0
cos(x)−1

x2

0.2 ptos. ĺımt→0
et−1

t

0.2 ptos. ĺımx→0
ex2
−1

x2 (reconocer el ĺımite anterior y hacer el cambio de variables)
0.2 ptos. por el resto

(iv) 0.3 ptos. por la idea de racionalizar
0.2 ptos. por llegar a (4)
0.4 ptos. por argumentar que ĺımx→0

√
1± xa = 1

0.1 ptos. por el resultado correcto
(v) 0.5 ptos. por la idea x(∗) = e(∗) ln(x)

0.5 ptos. por argumentar que exp(·) es continua, y la respuesta correcta
(vi) 0.5 ptos. por llegar a la forma ĺım(1 + 1

an
)n

0.3 ptos. por recordar/mencionar ĺım(1 + 1
an

)n = exp(ĺım an)
0.2 ptos. por el valor del ĺımite

Observaciones: en (vi) se planteó la pauta para la primera forma. Para la segunda el puntaje es aproximadamente
0.2 ptos. por cada paso en el desarrollo de esta pauta (son 6 pasos, por eso lo de aproximadamente).

P3.- (i) Sea f : [a, b] → R una función continua en [a, b].

a) (2 ptos.) Pruebe que existen x, x ∈ [a, b] tales que

f(x) ≤ f(x1) + f(x2)
2

≤ f(x) ∀x1, x2 ∈ [a, b].

b) (2 ptos.) Demuestre que dados x1, x2 ∈ [a, b] cualesquiera existe β ∈ [a, b] tal que

f(β) =
f(x1) + f(x2)

2
.

Indicación: utilice los teoremas sobre funciones continuas en un intervalo [a, b].
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(ii) (2 ptos.) Sea f : R → R una función que satisface:
f(x) ≤ 0 ∀x ≤ 0,
f(x) ≥ 1 ∀x > 0.

Pruebe que f no es continua en cero.

Pauta. (i) a) La idea es escoger x como el mı́nimo de f y x como el máximo. En efecto, como f es continua en [a, b]
y [a, b] es un intervalo cerrado y acotado, f alcanza su mı́nimo sobre [a, b], es decir, existe x ∈ [a, b]
tal que

f(x) ≤ f(x) ∀x ∈ [a, b]. (5)

Del mismo modo f alcanza su máximo sobre [a, b], es decir existe x ∈ [a, b] tal que

f(x) ≥ f(x) ∀x ∈ [a, b]. (6)

Ahora sean x1, x2 ∈ [a, b]. Por la propiedad (5) tenemos que

f(x1) ≤ f(x) yf(x2) ≤ f(x)

y sumando
f(x1) + f(x2)

2
≤ f(x).

Similarmente por (6)
f(x1) ≥ f(x) yf(x2) ≥ f(x)

y sumando
f(x1) + f(x2)

2
≥ f(x).

b) Si x1, x2 ∈ [a, b] por la parte anterior sabemos que al definir c = f(x1)+f(x2)
2 tenemos

f(x) ≤ c ≤ f(x).

Aplicando el teorema del valor intermedio a la función f sobre el intervalo [x, x] si x ≤ x y sobre el
intervalo [x, x] en caso contrario deducimos que existe β en este intervalo tal que f(β) = c.

(ii) FORMA 1:
Si ĺımx→0+ f(x) no existe entonces f no puede ser continua en 0. Analicemos el caso en que este ĺımite
lateral existe. Entonces de la condición f(x) ≥ 1 para todo x > 0 deducimos que

ĺım
x→0+

f(x) ≥ 1,

pero f(0) ≤ 0 por lo que f no puede ser continua en 0.
FORMA 2: escogiendo la sucesión 1/n vemos que

ĺım
n→∞

f
( 1

n

)
o bien no existe, o si existe es mayor o igual que 1. Luego f no puede ser continua.
FORMA 3: eligiendo ε = 1/2 vemos que para todo δ > 0 existe x con |x| < δ (x = δ/2 sirve) tal que
f(x) = 1, es decir

|f(x)− f(0)| ≥ ε.

Puntaje.
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(i) a) 0.6 ptos. por elegir (o darse cuenta) que x y x son el mı́nimo y máximo de f
0.6 ptos. por argumentar, citando el teorema correcto, que el mı́nimo y máximo

de f sobre [a, b] existen
0.8 ptos. deducir las desigualdades que se pide

b) 0.5 ptos. por mencionar el teorema del valor intermedio
(y decir que f es continua, por lo que el teo. vale)

0.5 ptos. por darse cuenta que conviene aplicar el teorema en [x, x]
(en el caso x ≤ x)

0.5 ptos. por verificar que (f(x1) + f(x2))/2 está en el rango apropiado
(que es una de las hipótesis del teorema)

0.5 ptos. por un argumento ordenado
(ii) 0.7 ptos. por elegir una sucesión o un valor de ε > 0 útil

1.3 ptos. por el resto del argumento

Observaciones: en (ia) los puntos x y x tienen que ser mı́nimo y máximo de f sobre [a, b] respectivamente.

En (ii) hay gran variedad de formas de argumentar. Por lo que el puntaje descrito anteriormente es una
sugerencia solamente.

De cualquier manera que se proceda es importante:

que esté presente la definición de continuidad, o propiedades equivalentes a ella (1 pto.),

que la lógica sea correcta (1 pto.).
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Control 3 MA12A Cálculo
Escuela de Ingenieŕıa, FCFM, U. de Chile

Semestre 2005-1 (30 de Junio)

P1. a) Considere la función definida por

f(x) =

{
|x|β(1− ex) sen 1

x si x 6= 0
0 si x = 0

i) Justifique porque f es continua ∀x ∈ IR− {0}, ∀β ∈ IR. (1.0 pto.)
ii) Pruebe que si β > −1, entonces f es continua ∀x ∈ IR. (2.0 ptos.)
iii) Para β = −1, utilice la sucesión xn = 1

2nπ+π/2 para probar que f no es continua en
x = 0. Justifique. (1.0 pto.)

b) Demuestre que ĺım
x→0

ax−1
x = ln a, a > 0 y úselo para calcular ĺım

x→0

ax−bx

ln(1+x) (2.0 ptos.)

P2. a) Para la función f(x) = 1 + x e1/x, encuentre

i) Su aśıntota oblicua. (1.5 ptos.)
ii) (1) ĺım

x→0−
f(x), (2) ĺım

x→0+
f(x), (3) Aśıntotas verticales de f , si las hay. (1.5 ptos.)

(Indicación: Para (2) haga x = 1
t y use et > t2 ∀t ∈ IR+)

iii) Demuestre que ∃x0 ∈ [−2,−1] t.q. f(x0) = 0. Justifique. (1.0 pto.)

b) Dada la función f(x) =

{
a|x|+sen πx

x si x 6= 0
b si x = 0

Calcule los ĺımites laterales ĺım
x→0+

f(x) y ĺım
x→0−

f(x) y encuentre los valores de a y b para

que f sea continua en x = 0. (2.0 ptos.)

P3. i) Sean f y g funciones continuas en [a, b], a < b y tales que f(a) 6= f(b), f(a) = −g(b) y
f(b) = −g(a).
Pruebe que ∃x0 ∈ [a, b] t.q. f(x0) = −g(x0) y para f(x) = (x− a)n y g(x) = −(b− x)n

con n ∈ IN − {0}, verifique que se cumplen las hipótesis anteriores y calcule, para este
caso, el valor de x0 ∈ [a, b] (3.0 ptos.)

ii) Considere F y G continuas en x0 y tales que F (x0) < G(x0).
Demuestre que ∃δ > 0 t.q. ∀x ∈ (x0 − δ, x0 + δ), F (x) < G(x). (1.5 ptos.)

iii) Si h(x) = x3 − x2 + x demuestre que ∃ x0 ∈ IR tal que h(x0) = 10. Justifique
(1.5 ptos.)

TIEMPO: 3 horas.
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Pauta Control #3 MA12A Cálculo
Escuela de Ingenieŕıa, FCFM, U. de Chile

Semestre 2005-1

El objetivo de esta pauta es orientar la corrección de los ayudantes y dar al alumno una gúıa de
estudio. Es responsabilidad del alumno tener una copia de esta pauta para el d́ıa de la revisión de
su prueba. Esta se puede obtener en la página:
http://www.dim.uchile.cl/∼lmella/MA12A.html en formato ps o pdf.

Problema 1

a) Considere la función definida por

f(x) =

{
|x|β(1− ex) sen 1

x si x 6= 0
0 si x = 0

i) Justifique porque f es continua ∀x ∈ IR− {0}, ∀β ∈ IR.
f es continua en IR − {0} = (−∞, 0) ∪ (0,∞) porque en esos intervalos las funciones
|x|, ex, senx, 1/x son continuas y se puede aplicar los teoremas sobre algebra y composi-
ción de funciones continuas. Observar que en IR − {0}, 1/x o |x|β, β < 0, no anulan sus
denominales. (1.0 pto.)

ii) Para β > −1, probar que f es continua en IR− {0}.
f es continua en IR− {0} para ∀β ∈ IR segun (i).
Para estudiar la continuidad en x = 0 calculamos
ĺım
x→0

f(x) = ĺım
x→0

{|x|β(1− ex) sen 1
x

}
= ĺım

x→0

{
|x|β+1 1−ex

|x| sen
(

1
x

)}
(1.0 pto.)

Observar que ĺım
x→0

sen
(

1
x

)
no existe, pero sen

(
1
x

)
es acotada,

∣∣sen(
1
x

)∣∣ ≤ k.

Además ĺım
x→0

1−ex

|x| → ∓1 según x → 0+ o x → 0− y ĺım
x→0

|x|β+1 = 0, si β + 1 > 0 es decir
β > −1
En tal caso ĺım

x→0
|x|β+1 1−ex

|x| sen
(

1
x

)
= 0 lo que puede fundamentarse con

0 <

∣∣∣∣|x|β+1 1−ex

|x| sen
(

1
x

)∣∣∣∣ < |x|β+1
0

∣∣∣∣1−ex

|x|

∣∣∣∣k
↓
0

↓
0

↓
0

Como f(0) = 0 se concluye que f es continua en 0 si β > −1.
Es decir f es continua ∀x ∈ IR si β > −1. (1.0 pto.)

iii) Para β = −1, utilice la sucesión xn = 1
2nπ+π/2 para probar que f no es continua en

x = 0. Justifique.
La sucesión xn = 1

2nπ+π/2 → 0+ cuando n →∞ de modo que si f es continua en 0, debe
cumplirse que f(xn) → f(0) = 0 (Para toda xn t.q. xn → 0).
Pero ĺım

n→∞ f(xn) = ĺım
n→∞ |xn|−1(1− exn) sen

(
1

xn

)
(β = −1)

= ĺım
n→∞

1−exn

|xn| sen
(

1
xn

)
= ĺım

n→∞
(

1−exn

xn

)
sen

(
1

xn

)
(0.5 ptos.)

en que |xn| = xn pués xn → 0+.
Pero ĺım

n→∞
1−exn

xn
= −1 cuando xn → 0 y

ĺım
n→∞ sen

(
1

xn

)
= ĺım

n→∞ sen(2nπ + π
2

)
= ĺım

n→∞
(
sen

(
π
2

))
= 1.



Sigue que f(xn) → −1 con xn → 0+.
Aśı ĺım

n→∞ f(xn) = −1 6= f(0) = 0.

Se concluye que f no es continua en 0 si β = −1. (0.5 ptos.)

b) Demuestre que ĺım
x→0

ax−1
x = ln a, a > 0 y úselo para calcular ĺım

x→0

ax−bx

ln(1+x)

ĺım
x→0

ax−1
x = ĺım

x→0

eln ax−1
x = ĺım

x→0

ex ln a−1
x = ĺım

x→0

ex ln a−1
x ln a · ln a.

Como x ln a → 0 ĺım
ex ln a − 1

x ln a︸ ︷︷ ︸
→1

·ln a = ln a. (1.0 pto.)

ĺım
x→0

ax−bx

ln(1+x) = ĺım
x→0

(ax−1)−(bx−1)
ln(1+x) = ĺım

x→0

ax−1
x

− bx−1
x

ln(1+x)
x

en que ĺım
x→0

ln(1+x)
x = 1.

Sigue que ĺım
x→0

ax−bx

ln(1+x) = ln a−ln b
1 = ln

(
a
b

)
. (1.0 pto.)



Problema 2

a) Para la función f(x) = 1 + xe1/x, encuentre

i) Su asintota oblicua.
La asintota oblicua es de la forma y = mx + n en que
m = ĺım

x→∞
f(x)

x = ĺım
x→∞

1+xe1/x

x = ĺım
x→∞(1 + e1/x) = 1, puesto que ĺım

x→∞
1
x = 0 entonces

e1/x → e0 = 1 si x →∞. (0.5 ptos.)
Además n = ĺım

x→∞(f(x)−mx) = ĺım
x→∞(1 + xe1/x − x)

= ĺım
x→∞[1 + x(e1/x − 1)] = 1 + ĺım

x→∞
e1/x−1

1/x en que 1
x → 0 entonces con

y = 1
x ⇒ n = 1 + ĺım

y→0

ey−1
y = 1 + 1 = 2.

Entonces la asintota oblicua es y = x + 2 (1.0 pto.)

ii) 1) ĺım
x→0−

f(x), 2) ĺım
x→0+

3) Aśıntotas verticales, si las hay.

1) ĺım
x→0−

= ĺım
x→0−

(1 + xe1/x) = 1 + 0 · 0 = 1 (pués 1
x → −∞⇒ e1/x → 0). (0.5 ptos.)

2) ĺım
x→0+

f(x) = ĺım
x→0+

(1 + xe1/x) = 1 + ĺım
x→0+

xe1/x = 1 + ĺım
x→0−

e1/x

1/x .

Si 1/x = t entonces t →∞ cuando x → 0+.
Aśı ĺım

x→0+

e1/x

1/x = ĺım
t→∞

et

t pero et

t > t2

t = t →∞. (0.7 ptos.)

De modo que f(x) →∞ si x → 0+.
3) Existe asintota vertical x = 0 (eje OY ) por lo anterior. (0.3 ptos.)

iii) Demuestre que ∃x0 ∈ [−2,−1] t.q. f(x0) = 0.
En efecto, f es continua en [−2,−1] pués 1/x y e1/x lo son.
Además f(−2) = 1− 2e−1/2 = 1− 2√

e
=

√
e−2√

e
< 0 (

√
e < 2)

y f(−1) = 1− e−1 = 1− 1
e = e−1

e > 0 (e > 1) (0.5 ptos.)
Es decir f(−2) · f(−1) < 0. Entonces por TEO. Valor Intermedio ∃x0 ∈ [−2,−1] tal que
f(x0) = 0.

(0.5 ptos.)

b) Dada la función f(x) =

{
a|x|+sen πx

x si x 6= 0
b si x = 0

Calcule los ĺımites ĺım
x→0+

f(x) y ĺım
x→0−

f(x) y encuentre los valores de a y b para que f sea

continua en x = 0
ĺım

x→0+
f(x) = ĺım

x→0+

ax+sen πx
x = ĺım

x→0+

[
a + sen πx

x

]
= a + ĺım

x→0+

sen πx
x en que |x| = x pués x ∈ IR+.

Además ĺım
x→0+

sen πx
x = π ĺım

x→0+

sen πx
πx = π · 1 = π.

Entonces ĺım
x→0+

f(x) = a + π. (0.5 ptos.)

ĺım
x→0−

f(x) = ĺım
x→0−

[−ax+sen πx
x

]
= −a + ĺım

x→0−
sen πx

x = −a + π (0.5 ptos.)

en donde |x| = −x pués x ∈ IR.

Además, f es continua en 0 si ĺım
x→0+

f(x) = ĺım
x→0−

f(x) = f(0), es decir

{
a + π = −a + π

a + π = b

de donde 2a = 0 ⇒ a = 0 ∧ b = π (1.0 pto.)



Problema 3

i) Sean f, g funciones continuas en [a, b], a < b y tales que
f(a) 6= f(b), f(a) = −g(b), f(b) = −g(a).
Pruebe que ∃x0 ∈ [a, b] t.q. f(x0) = −g(x0) y para f(x) = (x − a)n ∧ g(x) = −(b − x)n

con n ∈ IN −{0}, verifique que se cumplen las hipótesis anteriores y calcule, para ese caso, el
valor de x0 ∈ [a, b].
Definamos la función H : [a, b] → IR por H(x) = f(x) + g(x).
H(x) es continua en [a, b] puesto que f y g lo son.
Además H(a) = f(a) + g(a) = f(a)− f(b) (g(a) = −f(b) por hipotesis)

H(b) = f(b) + g(b) = f(b)− f(a) (g(b) = −f(a) por hipotesis).
Entonces como f(a) 6= f(b),H(a)H(b) = −[f(a)− f(b)]2 < 0. (1.0 pto.)
Entonces H es tal que es continua en [a, b] ∧ H(a) ·H(b) < 0.
Aśı por TEO del Valor Intermedio (También Teorema de las Ráıces)
∃x0 ∈ [a, b] t.q. H(x0) = 0 ⇒ f(x0) + g(x0) = 0.
Es decir ∃x0 ∈ [a, b] t.q. f(x0) = −g(x0). (1.0 pto.)
Además f(x) = (x− a)n ⇒ f(a) = 0 ∧ f(b) = (b− a)n 6= 0 = f(a)

g(x) = −(b− x)n ⇒ g(b) = 0 ∧ g(a) = −(b− a)n.
Entonces f(a) = 0 = −0 = −g(b) ∧ f(b) = −g(a) con lo cual se cumplen las hipotesis
originales.
Aśı f(x0) = −g(x0) ⇒ en este caso, (x0 − a)n = −[−(b− x0)n]
⇒ (x0 − a)n = (b− x0)n/ n

√ ⇒ x0 − a = b− x0

∴ x0 =
a + b

2
∈ [a, b] (1.0 pto.)

ii) Considere F, G continuas en x0 y tales que F (x0) < G(x0).
Demuestre que ∃δ > 0 t.q. ∀x ∈ (x0 − δ, x0 + δ), F (x) < G(x).
Definamos H(x) = G(x)−H(x) continuas en x0 puesto que G y F lo son.
Además, H(x0) = G(x0)−H(x0) > 0 por hipotesis. (0.5 ptos.)
Por propiedad puntual de las funciones continuas, ∃δ > 0 t.q. H(x) > 0 ∀x ∈ (x0−δ, x0+δ),
es decir H conserva el signo (H(x0) > 0) en una vecindad de x0.
Entonces ∃δ > 0 t.q. G(x)− F (x) > 0 ∀x ∈ (x0 − δ, x0 + δ)
o bien ∃δ > 0 t.q. ∀x ∈ (x0 − δ, x0 + δ) F (x) < G(x). (1.0 pto.)
OBS. También puede abordarse con uso de sucesiones un → x0 ∧ F (un) < G(un) . . . etc.

iii) Si h(x) = x3 − x2 + x demuestre que ∃x0 ∈ IR tal que h(x0) = 10. Justifique.
h(x) es un polinomio y por lo tanto continua ∀x ∈ IR.
Por ejemplo h(2) = 6 ∧ h(3) = 21 (0.5 ptos.)
Aśı, h(2) < 10 < h(3).
Entonces, por TEO Valor Intermedio, [h(2), h(3)] es un intervalo, es decir, todo elemento de
el tiene preimagen por h en [2, 3].
Aśı ∃x0 ∈ [2, 3] t.q. h(x0) = 10. (1.0 pto.)



quotes,angles

Ingeniería Matemática
FACULTAD DE CIENCIAS
FÍSICAS Y MATEMÁTICAS
UNIVERSIDAD DE CHILE
Introducción al Cálculo. MA1001

Control 3

P1. Sea f : A ⊆ R −→ R una función definida por:

f(x) =

√
4−

√
2|x| − 6

a) (1.0 pto) Demuestre que el dominio de f es A = [−11,−3] ∪ [3, 11].
b) (1.0 pto) Determine ceros, signos y paridad de la función.
c) (1.5 ptos.) Determine los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la función.
d) (1.0 pto) Determine f(A), la imagen de f , y explique por qué la función no es inyectiva y no es epiyectiva

(sobreyectiva).
e) (1.0 pto) Determine el mayor intervalo I ⊂ A donde la función sea inyectiva y decreciente, de modo que la

restricción
f
∣∣
I
:I −→ f(I)

x −→ f(x)

resulte ser biyectiva. Calcule la inversa de la función restringida.
f ) (0.5 ptos.) Bosqueje el gráfico de f basado en las partes anteriores.

P2. a) (3 ptos.) Una persona mira desde el punto P el edificio AD de la figura, de modo que el ángulo α que
subtienden los primeros pisos (AD)es igual al ángulo que subtienden los últimos pisos (CD). Si se conocen
a, b y c, pero no el ángulo α, encuentre la distancia x = PA en función de a, b y c.
Indicación: tg(α) = a

x ; tg(α+ β) = a+b
x ; tg(2α+ β) = a+b+c

x

AP

B

C

D

b) (3 ptos.) Determine la siguiente identidad:

1

cot(θ) + cot3(θ)
+

1

tg(θ) + tg3(θ)
+ sen(2θ) = sec(θ) cosec(θ)

Tiempo: 1:15 horas.

1
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Control 3

P1. Sea a ∈ R, a > 0. Se define f : A −→ R por:

f(x) =
|x|√
a2 − x2

a) (1.5 ptos.) Determine A = Dom(f) y f(A) = Im(f)

b) (1.5 ptos.) Encuentre los ceros de f . Estudie paridad, inyectividad, epiyectividad, existencia de asíntotas.
c) (2.0 ptos) Demuestre que f : A ∩ [0,∞) −→ R es estrictamente creciente.
d) (1.0 ptos) Realice un bosquejo de la función que ilustre todo lo calculado en los puntos anteriores.

P2. a) (4.0 ptos.) Una construcción de base cuadrada ABCD tiene los lados AB y CD paralelos a las riberas de un
río. Un observador que está en la ribera del río más lejana a la construcción, en la misma recta en la que está
DA, halla que desde su posición P el lado AB subtiende a su vista un ángulo de 45◦, y después de trasladarse
a metros por la ribera hasta una nueva posición Q, encuentra que desde ella el lado DA subtiende a su vista
un ángulo cuyo seno es 1

3 .
Demuestre que la longitud de cada lado de la base es 1

2a
√
2

D C

BA

P Q

45 α

b) (2.0 ptos) Resuelva la ecuación:

sen(2x) cot(x)− sen2(x) =
1

2

Tiempo: 1:15 horas.

1
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Control 3

P1)

a) Demostrar las siguientes identidades

i) (1.5 ptos) cosec4(α)− cot4(α)− 2 cot2(α) = 1

ii) (1.5 ptos) cos2(α) + cos2
(
2π

3
+ α

)
+ cos2

(
2π

3
− α

)
=

3

2

b) (3.0 ptos) El cuadrado ABCD de la �gura tiene el �vertice A en el origen y su lado AB, de magnitud a, está
inclinado con respecto al eje OX en un ángulo α. Determine en función de a y α las coordenadas de los vértices
B y D y demuestre que la ecuación de la diagonal AC es

AC : (sin(α) + cos(α))x+ (sin(α)− cos(α))y = 0

A

B

X

Y

D

C

α

P2) Considere la función de�nida por

f(x) =
x2 + 2x− 3

x2 − 1

i) (3.0 ptos.) Determine: Dom(f), ceros, signos de f , asíntotas y el conjunto imagen de f : Im(f).

ii) (2.0 ptos.) Demuestre que f es monótona en Dom(f) ∩ (−1,∞) y en Dom(f) ∩ (−∞,−1).

iii) (1.0 pto.) Con los antecedentes de las partes anteriores, haga un grá�co aproximado de f .

Tiempo: 1 hora 15 minutos.

1















Control 3, MA1001 Introducción al Cálculo
Departamento de Ingenieŕıa Matemática, FCFM, U. de Chile

Semestre 2008/1 (26 de Abril)

P.1) Considere la función real de variable real definida por la ley f(x) =
2x

1− |x| .

a) (2.0 ptos.) Encuentre Dominio, ceros y paridad de f .

Solución

Dominio: x ∈ Dom(f) ssi 1− |x| 6= 0. Esto último ocurre ssi x 6∈ {−1, 1}. Por lo tanto

Dom (f) = (−∞,−1) ∪ (−1, 1) ∪ (1,∞).

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0.7 ptos.

Ceros: f(x) = 0 ssi 2x = 0. Es decir, la función tiene su cero en x = 0. . . . . . . . . . . . . . . . . 0.6 ptos.

Paridad: f(−x) =
2(−x)

1− |(−x)| = − 2x

1− |x| = −f(x). Por lo tanto la función es impar. . 0.7 ptos.

b) (2.0 ptos.) Determine aśıntotas verticales y horizontales de f .

Indicación: Analice la función en R+ y use simetŕıas.

Solución

En R+ la función es f(x) =
2x

1− x
que tiene una aśıntota vertical en x = 1 y una aśıntota

horizontal a la altura y = −2. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1.0 ptos.

Por imparidad, se deduce que todas las aśıntotas verticales de f están en x = −1 y x = 1
(Los puntos fuera del dominio).

Todas las aśıntotas horizontales son y = 2 en R+ y además y = −2 en R−. . . . . . . . . . . . . . 1.0 ptos.

c) (2.0 ptos.) Demuestre que ∀y > 0 existe x ∈ (0, 1) tal que y = f(x). Use este resultado para
deducir que f restringida al dominio (−1, 1) es epiyectiva en R.

Solución

Dado y > 0 veamos si existe x ∈ (0, 1) tal que f(x) = y.

y = f(x) ssi y = 2x
1−x ssi (1− x)y = 2x ssi y = (2 + y)x ssi x = y

2+y . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1.0 ptos.

Esta última ecuación tiene solución para todo y > 0. Además su solución ∈ (0, 1) ya que
y < y + 2. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0.5 ptos.

Este resultado dice que f
(
(0, 1)

)
= R∗+. Por imparidad resulta que f

(
(−1, 0)

)
= R∗− y por

lo tanto f
(
(−1, 1)

)
= R. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0.5 ptos.



P.2) En la figura, OAC es un triángulo rectángulo en C y B es un punto interno del lado AC.

ϕ =?

` =?

b

a

C

B

A

O

α

Si se conocen solamente los largos de los trazos OA y OB (que valen a y b respectivamente) y
el ángulo α formado entre ellos, se desea calcular el largo ` del trazo OC.

Para ello introduzca el ángulo auxiliar ϕ y realice lo siguiente:

a) (2.5 ptos.) Use los triángulos OAC y OBC para escribir dos expresiones del lado ` en
términos de a, b, ϕ y α + ϕ. Use estas expresiones para demostrar que

tg ϕ =
a cos α− b

a sen α
.

Solución

En el triángulo OAC se tiene que ` = a cos(α + ϕ). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0.5 ptos.

En el triángulo OBC se tiene que ` = b cosϕ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0.5 ptos.

Igualando estas expresiones se tiene que
b cosϕ = a cos(α + ϕ) = a cosα cosϕ− a sen α sen ϕ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1.0 ptos.

Despejando se obtiene que (a cosα−b) cos ϕ = a senα senϕ, de donde se obtiene la relación
pedida. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0.5 ptos.

b) (1.5 ptos.) Si x, p y q son reales tales que tg x =
p

q
, demuestre que

| cos x| = |q|√
p2 + q2

.

Solución

Si tg x =
p

q
entonces p = q tg x y por lo tanto p2 + q2 = q2(1 + tg2 x) = q2 sec2 x . . . . . . . . 0.5 ptos.

Con esto,
√

p2 + q2 = |q|| sec x|. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0.5 ptos.

Despejando de aqúı y recordando que secx =
1

cosx
, se obtiene la relación pedida. . . . . . . 0.5 ptos.



c) (2.0 ptos.) Usando los resultados anteriores, deduzca que

` =
ab sen α√

a2 + b2 − 2ab cos α
.

Solución

Como ya sabemos que ` = b cosϕ, tg ϕ = a cos α−b
a sen α , usando la parte (b) se tiene que

` =
ab sen α√

(a cosα− b)2 + (a senα)2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1.0 ptos.

Desarrollando el cuadrado del denominador y usando que cos2 α + sen2 α = 1 se obtiene
el resultado pedido.

` =
ab senα√

a2 + b2 − 2ab cosα
.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1.0 ptos.
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P1. Para las constantes A, B, C ∈ R, con A > B se definen las funciones reales f, g, h, en todo x ∈ R, como
sigue:

f(x) =A cos2(x) + B sen2(x) − 2C sen(x) cos(x)

g(x) =A sen2(x) + B cos2(x) + 2C sen(x) cos(x)

h(x) =(A − B) sen(x) cos(x) + C(cos2(x) − sen2(x)).

Se pide:

(i) (1,5 ptos.) Probar que si C = 0, h alcanza su valor máximo para x = kπ + π

4
, k ∈ Z.

(ii) (1,5 ptos.) Demostrar que el conjunto de los ceros de h es

{

x ∈ R/ tan(2x) =
2C

B − A

}

(iii) (3,0 ptos.) Demostrar que ∀x ∈ R los puntos P (f(x), h(x)) y Q(g(x),−h(x)) conservan una dis-
tancia constante entre ellos y que el punto medio del trazo PQ es un punto fijo.

P2. Considere la función f definida por f(x) = x

x
2
−1

. Se pide:

(i) (2,0 ptos.) Encontrar dominio, ceros, signos, paridad y asíntotas de todo tipo.

(ii) (2,0 ptos.) Demostrar que ∀x1, x2 ∈ Dom(f)

f(x2) − f(x1) =
(x1 − x2)(1 + x1x2)

(x2

1
− 1)(x2

2
− 1)

.

Use este resultado para estudiar el crecimiento de f indicando en qué intervalos esta función es
creciente y en cuales decreciente.

(iii) (1,0 pto.) Calcule f((1,∞)) y pruebe que la función

f̃ : (1,∞) −→ f((1,∞))

x 7−→ f̃(x) := f(x)

es biyectiva y determine su inversa.

(iv) (1,0 pto.) Bosqueje el gráfico de f .

25 de abril de 2009
Sin consultas

Tiempo: 1:15 hrs.

1
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Pr..

(a) (3.0 ptos.) Determinar el valor de cosÍ, para r e (t,a'), sabiendo que Vy € IR se verifica la igualdad
seng * sen(r - y) * sen(2s + y) : sen(r * U) * sen(2r - y)

(b) (3.0 ptos.) Demuestre que en el triángu\o ABC de la figura, rectángulo en C, con catetos a, b, hipotenusa
c y ángulos agudos o y 0, se verifica que: sec(28) +tg(2fi): 4

P2.

(r)

(ii)

Considere la función / definida por: /(r) : ;*¡;¡
(2.0 ptos.) Encontrar dominio, ceros, paridad, signos de I y asíntotas de todo tipo.

(2.0 ptos.) Estudie el crecimiento de / indica,ndo, si corresponde, en que interva,los la función es creciente
y en cuales decreciente. 

L
b e a"P_'

(iii) (1.0 pto.) Calcule 
"f 

((i, oo)) y pruebe que la función
.- fr.

/ : (1, oo) -+ /_((1, *))
Í -+ f(r): f(r)

(iv) (1.0 pto.) Bosqueje el grá.fico de /.

es biyectiva y determine su inversa .

Tiempo: 1.15 horas.
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P1.

(a) ∀y ∈ R se veri�ca sen y+sen(x−y)+sen(2x+y) = sen(x+y)+sen(2x−y). Desarrollando y cancelando

sen y+(((((senx cos y−sen y cosx+((((((sen 2x cos y+sen y cos 2x =(((((senx cos y+sen y cosx+((((((sen 2x cos y−sen y cos 2x

(1.0 puntos)

queda sen y − 2 sen y cosx+ 2 sen y cos 2x = 0
entonces sen y(2 cos 2x− 2 cosx+ 1) = 0 se cumple ∀y ∈ R, en particular si sen y ̸= 0, con lo cual
2 cos 2x− 2 cosx+ 1 = 0 ⇒ 2(2 cos2 x− 1)− 2 cosx+ 1 = 0 (1.0 puntos)

de donde 4 cos2 x− 2 cosx− 1 = 0.
Resolviendo cosx = 2±

√
4+16
8 = 2±2

√
5

8 = 1±
√
5

4

Para x ∈
(
π
2 , π

)
se concluye que cosx = 1−

√
5

4 (< 0) (1.0 puntos)

(b) Demostrar que en el triángulo rectángulo (en C) de la �gura se veri�ca que: sec(2β) + tg(2β) = a+b
a−b

En efecto, sec(2β) + tg(2β) = 1
cos(2β) +

sen(2β)
cos 2β = 1+sen(2β)

cos(2β) = 1+2 sen β cos β
2 cos2 β−1 (1.0 puntos)

Del triángulo senβ = b
c y cosβ = a

c

Sigue que sec(2β) + tg(2β) =
1+2 b

c ·
a
c

2 a2

c2
−1

= c2+2ab
2a2−c2 (1.0 puntos)

y c2 = a2 + b2.

Así, sec(2β) + tg(2β) = a2+b2+2ab
2a2−(a2+b2) =

(a+b)
a2−b2 = (a+b)2

(a+b)(a−b) .

Se concluye sec(2, β) + tg(2β) = a+b
a−b (1.0 puntos)

P2. La función está de�nida por: f(x) = x
x2−|x|

(i) Dominio ceros, paridad, signos de f y asíntotas.

Dominio: R− {−1, 0, 1} = (−∞,−1) ∪ (−1, 0) ∪ (0, 1) ∪ (1,∞) (0.4 puntos)

Ceros: f no tiene ceros (0 ̸∈ Dom f) (0.2 puntos)

Paridad: f(−x) = −x
(−x)2−|−x| = − x

x2−|x| = −f(x), entonces f es función impar y por lo tanto simétrica

con respecto al origen. (0.4 puntos)

Signos: bastará estudiar los signos de f en R+ − {1} donde f(x) = x
x2−x = 1

x−1 . Así, para x ∈ (0, 1),
f(x) < 0 y para x ∈ (1,∞), f(x) > 0. Por la imparidad, para x ∈ (−∞,−1), f(x) < 0 y para
x ∈ (−1, 0), f(x) > 0. (0.6 puntos)

Asíntotas: Presenta asíntotas verticales x = 1 y x = −1
y asíntota horizontal y = 0 (Eje 0X). (0.4 puntos)

1



(ii) Como f es impar, bastará estudiar crecimientos en R+ − {1}.
Sean x1, x2 ∈ (0, 1) con x1 < x2 ⇒ x1 − 1 < x2 − 1 < 0 ⇒
1− x1 > 1− x2 > 0 ⇒ 1

1−x1
< 1

1−x2
⇒ 1

x1−1 > 1
x2−1 es decir f(x1) > f(x2).

En consecuencia f decrece en (0, 1) y decrece en (−1, 0). (1.2 puntos)

Para x1, x2 ∈ (1,∞) con x1 < x2 ⇒ 0 < x1 − 1 < x2 − 1 ⇒ 1
x1−1 > 1

x2−1
es decir f(x1) > f(x2), por lo tanto, f decrece en (1,∞) y en (−∞,−1) (0.8 puntos)

(iii) f((1,∞)): Si x ∈ (1,∞), f(x) = 1
x−1 > 0 y x = 1 es asíntota vertical,

por lo tanto f((1,∞)) = (0,∞). (0.3 puntos)

Así, f̃ : (1,∞) → f((1,∞)) = (0,∞)

x → f̃(x) = f(x).

f̃ es por de�nición sobreyectiva.
También f̃ es inyectiva. Sean x1, x2 ∈ (1,∞) tales que
f(x1) = f(x2) ⇒ 1

x1−1 = 1
x2−1 ⇒ x1 = x2 (0.2 puntos)

Se concluye que f̃ es biyectiva y admite inversa f̃−1(x) tal que
(f̃ ◦ f̃−1)(x) = id(x) = x

Sigue que 1
f̃−1(x)−1

= x, de donde f̃−1(x) = 1
x + 1 = x+1

x . (0.3 puntos)

Grá�co de f

tendencias asintóticas (0.5 puntos)

grá�co completo (0.5 puntos)

2



Control 3, MA-1001 Introducción al cálculo
Escuela de Ingenieŕıa, FCFM, U. de Chile

Semestre 2011/1 (25 de Abril)

Nota: El control tiene dos problemas independientes. Cada uno se califica con nota entre 1.0 y 7.0, redondeada

a un decimal, que se obtiene por la fórmula N = 1.0 + P , donde P es el puntaje obtenido el cada problema.

Algunas partes tienen su puntaje indicado en paréntesis.

Problema 1
a) (2ptos.) Demuestre que ∀α, β ∈ R se cumple

cos2(β)−
2
sen(α) = cos(α− β) cos(α + β).

b) (4ptos.) Demuestre que si α, β ∈
(
0, π
2

)
son dos ángulos que satisfacen la relación

sen(2α)

2cosα)
+
sen(2β)

2cosβ)
= 1

entonces se tiene que α + β = π
2
.

Indicación: Puede usar(a) donde corresponda.

Problema 2
Considere la función f : R→ R definida por:

f(x) =






x

|x| − 1
si |x| > 1

[x]
√
1− x2 si |x| ≤ 1,

donde [x] denota a la parte entera de x (sólo se usa para |x| ≤ 1).

Se pide:

a) Estudie el crecimiento de f por separado en los intervalos [−1, 0) y [0, 1].

b) Estudie el crecimiento de f por separado en los intervalos (1,∞) y (−∞,−1).

c) Demuestre que ∀x ∈ (1,∞) se cumple f(x) > 1.

d) Encuentre Aśıntotas de todo tipo de f .

e) Indique paridad, ceros e inyectividad de f .

f) Usando lo anterior, indique Im(f) y grafique f esquemáticamente, indicando los puntos impor-
tantes.



Control 3, MA-1001 Introducción al cálculo
Escuela de Ingenieŕıa, FCFM, U. de Chile

Semestre 2011/1 (25 de Abril)

Problema 1
a) (2ptos.) Demuestre que ∀α, β ∈ R se cumple

cos2(β)−
2
sen(α) = cos(α− β) cos(α+ β).

b) (4ptos.) Demuestre que si α, β ∈
(
0, π2

)
son dos ángulos que satisfacen la relación

sen(2α)

2cosα)
+
sen(2β)

2cosβ)
= 1

entonces se tiene que α+ β = π
2 .

Solución
(a) Sabemos que

cos(α− β) = cos(α) cos(β) + sen(α) sen(β)

cos(α+ β) = cos(α) cos(β)− sen(α) sen(β) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1.0 ptos.

Multiplicando ambas expresiones queda:

cos(α− β) cos(α+ β) = cos2(α) cos2(β)−
2
sen(α)

2
sen(β)

=
(
1−

2
sen(α)

)
cos2(β)−

2
sen(α)

2
sen(β)

= cos2(β)−
2
sen(α)

(
cos2(β) +

2
sen(β)

)

= cos2(β)−
2
sen(α) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1.0 ptos.

(b)
Si se cumple la relación entonces:

2 senα cosα senα

2cosα
+
2 senβ cosβ senβ

2cosβ
= 1. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1.0 ptos.

Es decir:
2
senα+

2
senβ = 1. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0.5 ptos.

Ordenando queda:

cos2 β −
2
senα = 0. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1.0 ptos.

Usando la parte (a) la igualdad anterior se puede escribir como:

cos(α− β) cos(α+ β) = 0. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0.5 ptos.

Aqúı el producto es cero ssi alguno de sus términos es cero. Es decir

cos(α− β) = 0 ∨ cos(α+ β) = 0. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0.5 ptos.

Como α, β ∈ (0, π/2) entonces α− β ∈ (−π/2, π/2) y α+ β ∈ (0, π).
En esos intervalos cos solo se anula en π/2, por lo tanto solo es posible que

α+ β = π/2. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0.5 ptos.



Problema 2
Considere la función f : R→ R definida por:

f(x) =






x

|x| − 1
si |x| > 1

[x]
√
1− x2 si |x| ≤ 1,

donde [x] denota a la parte entera de x (sólo se usa para |x| ≤ 1).
Se pide:

a) Estudie el crecimiento de f por separado en los intervalos [−1, 0) y [0, 1].
b) Estudie el crecimiento de f por separado en los intervalos (1,∞) y (−∞,−1).
c) Demuestre que ∀x ∈ (1,∞) se cumple f(x) > 1.
d) Encuentre Aśıntotas de todo tipo de f .
e) Indique paridad, ceros e inyectividad de f .
f) Usando lo anterior, indique Im(f) y grafique f esquemáticamente, indicando los puntos impor-
tantes.

Solución

(a) En [−1, 0) se tiene que [x] = −1, luego la función aqúı vale f(x) = −
√
1− x2. Esta función es

decreciente en este intervalo. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0.5 ptos.

En [0, 1) se tiene que [x] = 0, luego la función aqúı vale f(x) = 0. Además, en x = 1 la ráız es cero.

Esta función es creciente y decreciente (constante) en este intervalo. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0.5 ptos.

(b) En (1,∞) la función vale f(x) = x
x−1 que corresponde a una función racional. Es claro que ella

decrece desde su aśıntota vertical hasta la horizontal. Sin embargo (no es necesario para tener el
puntaje), se puede hacer el siguiente cálculo: si 1 < x1 < x2 se tiene que

f(x2)− f(x1) =
x2
x2 − 1

−
x1
x1 − 1

=
−(x2 − x1)

(x2 − 1)(x1 − 1)
< 0.

De donde se obtiene el mismo resultado. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0.5 ptos.

Como la función restringida a (−∞,−1) ∪ (1,+∞) es impar, resulta ser decreciente en (−∞,−1) 0.5 ptos.

(c) Formalmente se tiene que en (1,∞):

f(x)− 1 =
x

x− 1
− 1 =

1

x− 1
> 0. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1.0 ptos.

(También puede argumentarse que la función decrece hacia su aśıntota horizontal y = 1.)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1.0 ptos.

(d) Las aśıntotas corresponden a la parte racional de la función:

Verticales: x = ±1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0.5 ptos.

Horizontales: y = ±1 (y = +1 en 1,∞) y y = −1 en (−∞,−1). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0.5 ptos.

(e) La función no es par ni impar ya que en [0, 1] es constantemente cero y en [1, 0] no. . . . . . . . . . 0.3 ptos.

En [0, 1] la función es constantemente cero. Son parte de sus ceros. En [−1, 0) f(x) = −
√
1− x2 = 0

solo para x = −1. En el resto del dominio la función es racional no nula.
Ceros(f)={−1} ∪ [0, 1]. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0.4 ptos.

La función no es inyectiva por tener más de un cero. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0.3 ptos.



(f) En [0, 1] f(x) = 0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0.1 ptos.

En [−1, 0) f([−1, 0)) = (−1, 0] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0.1 ptos.

En (1,∞) f((1,∞)) = (1,∞) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0.2 ptos.

En (−∞,−1) f((−∞,−1)) = (−∞,−1). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0.1 ptos.
Gráfico:

−1

1

1

−1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0.5 ptos.
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Ingeniería Matemática
FACULTAD DE CIENCIAS
FÍSICAS Y MATEMÁTICAS
UNIVERSIDAD DE CHILE
Introducción al Cálculo 13-1Control 3P1. (a) (3,0 ptos.) Sean α, β ∈

�
−

π

2
, π

2

�(i) Demuestre que
tan(α) − tan(β) =

sen(α− β)

cos(α) cos(β)(ii) Use (i) para probar que tan(x) es estríctamente creciente en �−π

2
, π

2

�.(b) (3,0 ptos.) El triángulo ABC de la �gura tiene lados a, b, c, ángulos interiores α, β, γ y área A.Demuestre que a2 sen(2β) + b2 sen(2α) = 4A.
P2. (a) (4,0 ptos.) Estudie completamente las funciones

f(x) = x2 + 4x+ 3 y g(x) =
x

2− x
.indicando en cada caso (si corresponde): dominio, ceros, intersecciones con eje OY , imagen, pari-dad, asíntotas, crecimiento y grá�co.(b) (2,0 ptos.) Usando la información obtenida en (a), gra�que la función h de�nida por

h(x) =

8><>:x2 + 4x+ 3 si x < 0�
x

2−x

� si 0 ≤ x ≤ 1 (parte entera)
x

x−2
si x > 1

Justifique cada uno de sus pasos
Tiempo: 1:15
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Ingeniería Matemática
FACULTAD DE CIENCIAS
FÍSICAS Y MATEMÁTICAS
UNIVERSIDAD DE CHILE
Introducción al Cálculo 14-1

Control 3

P1. (i) (3,0 ptos.) Pruebe que

(∀x, y ∈ R)(cos(x+ y) = 0 ⇒ sen(x + 2y) = sen(x)).

(ii) (3,0 ptos.) Re
uerde que ∀x, y ∈ R se 
umplen las rela
iones

senx+ sen y = 2 sen
x+ y

2
cos

x− y

2

cosx+ cos y = 2 cos
x+ y

2
cos

x− y

2

Demuestre que, si en un triángulo de ángulos interiores α, β, γ se veri�
a que, senα + senβ =
cosα+ cosβ, enton
es el triángulo es re
tángulo.

P2. (a) Anali
e la fun
ión dad por x → f(x) =
È

x
2
−3x+2

x
2
−1

determinando:

(i) (1,0 pto.) Dom(f), signos de f y 
eros de f .

(ii) (1,0 pto.) Asíntotas horizontales y verti
ales, si las hay.

(iii) (1,0 pto.) Intervalos donde f es 
re
iente y/o de
re
iente.

(iv) (1,0 pto.) Conjunto imagen. Bosqueje el grá�
o de f .

(b) (2,0 ptos.) Considere la fun
ión x → g(x) = [x] + [−x], donde [x] es la fun
ión parte entera de x.

Determine Dom(g), 
onjunto imagen de g, 
eros de g e indique si g es una fun
ión par o impar.

Bosqueje el grá�
o de g.

Consultas sólo al auxiliar de control
Justifique cada uno de sus pasos

Tiempo: 1:15
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