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Problema 1. Calcule el limite de las siguientes sucesiones

a™4b"™

1. (1.5 pts.) U, = Tifrperr: 0 < a < b. Distinga los casos a = by a <b.

2. (1.5 pts.) U, = (1 — —L5)n+4,

n—2

3. (1.5 pts.) U, = /n++/n—/n—+/n.
4. (1.5 pts.) U, = n-sen(n),

n2—16

Problema 2.
Sean (an) y (by) sucesiones definidas por la recurrencia

41 =V anbn

bo
bn+1 = % anbn

con ag > by > 0.
1. (2.0 pts.) Pruebe que (ay) es decreciente. Concluya que (b,) es decreciente.

2. (2.0 pts.) Muestre que (an) v (bn) son acotadas inferiormente. Concluya que (ay) y (b,) son
convergentes.

3. (2.0 pts.) Calcule los limites de (a,) y (by).

b_n—bD

Ind: Para probar que (a,) es decreciente muestre que Vn % < 1. Para ello observe que =
Problema 3.
1. Analice la convergencia de las siguientes sucesiones, estudiando sus puntos de acumulacién.
(a) (1.0 pto.) (14 (=1,
(b) (1.0 pto.) cos(2E).

() (1.0 pto.) 3" (=1)*.

k=0

o s

2. (3.0 pts. ) Sea (U,) creciente y a un punto de acumulacién. Pruebe que (U,) es convergente y
que limU, = a.

Ind: Muestre que a es cota superior de (U,).
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Problema 1. Calcule el limite de las siguientes sucesiones

1. (1.5 pts.) U, = %, 0 < a < b. Distinga los casos ¢ = by a < b. Para el caso a = b la

sucesion es constante igual a % Luego, su limite es % En el caso a < b dividamos por 8" en el
(55" +1

numerador y en el denominador. Entonces, se obtiene que U, = m. Como el limite de ()"
b
es cero se concluye que el 'imite de U, es %.
2. (1.5 pts.) U, = (1 — —L5)" %
La sucesién U, se puede escribir como el producto de la sucesién (1 — nlfz)”_z v la sucesion

(1— 71172)6. La primera es una subsucesién de la sucesién (1 — %)” que converge a e~ 1. La segunda
es una potencia de una sucesiéon que converge a 1. Aplicando el dlgebra de limites concluimos que

U, converge a e~1.

3. (1.5 pts.) U, = /n++/n—/n—+/n.
ionalizand bti W = 2V/n = 2 ,
Racionalizando, se obtiene que U, TSIy ey \/1+ﬁ+\/1—ﬁ

sucesion \/Lﬁ es cero, se concluye que el limite de U, es 1.

Como el limite de la

4. (1.5 pts.) U, = "3nln),

Separamos la sucesién en la diferencia de dos sucesion: —"-¢ %(?6).

a cero y la segunda es el producto de una sucesién acotada por una que converge a cero, y por lo
tanto converge a cero. Asi, U, converge a cero.

La primera es convergente



Problema 2.
Sean (an) y (by) sucesiones definidas por la recurrencia

Ap41 =V anbn

bo
bn+1 = % anbn

con ag > by > 0.
1. (2.0 pts.) Pruebe que (ay) es decreciente. Concluya que (b,) es decreciente.
bo

/ bn
Claramentea bn-l—l = %o anb, = Z_gan+1 y entonces ﬁ = Z—‘;,

. Sk ; : (. by .
Calculemos *24 = Z—"b" = Z—" = Z—g < 1. Asi, (an) es decreciente. Ademds, 23 = 224 < ]

y entonces (b,) es decreciente.

2. (2.0 pts.) Muestre que (an) v (bn) son acotadas inferiormente. Concluya que (ay) y (b,) son
convergentes.

Todos los términos de (a,) y (by) son positivos de modo que ambas sucesiones estdn acotadas
inferiormente por 0. Por lo tanto, ambas convergen a limites @ y b respectivamente.

3. (2.0 pts.) Calcule los limites de (a,) y (by).

Usando la relaciénde recurrencia tenemos que a y b satisfacen:

b
a=Vab b:—o\/ab
ap
La primera igualdad tiene como solucién ¢ = 0 o @ = b. Si @ = 0 entonces de la segunda ecuacién
sabemos que b = 0. Si @ = b de la segunda ecuacién sabemos que b = Z—‘;b y por lo tanto a = b = 0.
Asi, la dnica solucién es a = b = 0.

bu

Ind: Para probar que (a,) es decreciente muestre que Vn % < 1. Para ello observe que =



Problema 3.

1. Analice la convergencia de las siguientes sucesiones, estudiando sus puntos de acumulacién.

(a) (1.0 pto.) (1 + Ly=D",

—1)2"2n —1)2r o4l

La subsucesién (1 + %)( converge a e y la subsucesién (1+ ﬁ)( converge

a e~ !. Por lo tanto la sucesién no converge.

(b) (1.0 pto.) cos(=F).

., 4 ., . <. 2 1
La subsucesién cos(g—gﬁ) es la sucesién constante igual a 1. La subsucesién cos(g%ﬁ) =
Ty P sz (4n+2)my _ _
cos(nm 4 %) = 0, por lo que su limite es cero. La subsucesmg COS(T) =cos(m) = -1,y
entonces convergente a -1. Teniendo tres puntos de acumulacién la sucesién no converge.

n

(c) (1.0 pto.) > (—=1)*.

k=0
Para n pares la suma anterior es 1 y para n impares es 0. Luego la sucesiéon admite a 1 y 0
como puntos de acumulacién y entonces no converge.

2. (3.0 pts. ) Sea (U,) creciente y a un punto de acumulacién. Pruebe que (U,) es convergente y
que limU, = a.
Veamos que a es cota superior. Supongamos que existe un n tal que U, > a. Entonces como la
sucesion es creciente, Ym > n Uy, > a. y a no puede ser un punto de acumulacién. Asi, U, converge
pues es acotada superiormente y creciente.

Probemos ahora que limU,, = a. Sea € > 0. Como a es punto de acumulacién, dado m = 1 existe un
ng > 1 tal que |U,, — a| < €. Pero la sucesidn es creciente y acotada superiormente por a entonces,
Vn > ng |Uy —a| < |Up, — a| <€, es decir, U, converge a a.

Ind: Muestre que a es cota superior de (U,).
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Problema 1.- Analizar la convergencia de las siguientes sucesiones.

1

_n° n? \7n
2n2+41 2n+1

(
2. (1.5 pts.) (‘Z;L)n
(

3. (1.5 pts.) ﬁa—MaZ%Z—_bﬁ), con ¢ > b> 0.
—n n+1
4. (1.5 pts.) CHo
Problema 2.-

Considere la sucesién (s,,) definida por la recurrencia

a’® 4+ s2

a-+1

Spil =
cona >0y s =a.

1. (2.0 pts.) Demuestre, usando induccién, que ¥n € N s, > a.

2. (2.0 pts.) Muestre que (s,) es decreciente y concluya que su limite existe.

3. (2.0 pts.) Calcule este limite.
Problema 3.-

1. (2.0 pts.) Sea h : R — R una funcién que satisface
h(z-y) = h(z) + h(y)

Muestre que si h es continua en # = 1 entonces es continua en todo punto de su dominio.
(ind: Demuestre que h(1) = 0).

2. Sean f,g: R — R dos funciones que satisfacen la relacion

Ve,ye B f(x) = fy) + 9(y)(y — )
(a) (1.0 pto.) Muestre que:

Ve,ye R: g(x)(y—x) > flx) = fly) = g(y)(y — )

(b) (1.5 pts.) Probar que si g es una funcién acotada entonces f es continua en todo R.

(¢) (1.5 pts.) Probar que si g es continua en a y a, es una sucesién que converge a «,
a, # a para todo n € IN, entonces,

n—+00 a, —d
existe y vale —g(a).

Tiempo: 3 horas
Sin Consultas
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Problema 1.

2n—1 )"

1. (2.0 pto.) Estudiar la convergencia de la sucesion (22 =

2. (2.0 pto.) Estudiar la convergencia de la sucesion
3. (2.0 pto.) Dados a, b, c reales positivos resolver la ecuacion

log,.a+1log,b=c.
Problema 2.

1. Considerar la funcién f : R — R definida por

(a) (1.5 pts.) Estudiar la continuidad de f para z # 0.

(b) (1.5 pts.) Demostrar, usando la definicién de continuidad, que f es continua en z = 0.
2. Sea (a,) una sucesion creciente que admite un punto de acumulacion .

(a) (1.5 pts.) Probar que « es una cota superior de (ay,) .

(b) (1.5 pts.) Demostrar que (a,) converge a a.
Problema 3.

1. (3.0 pts.) Demostrar, utilizando el Teorema del Valor Intermedio que existe z € R tal que

163
'™+ = 119.
1+ 22 + sen? (z)

2. Sea f:[0,1] — R una funcién continua. Para k € N\ {0} se define

9@ = (a+7) -7 @)

k=1
(a) (1.0 pto.) Demostrar que Z% g(£)=f(1)—f(0).

(b) (0.5 pts.) SiVz € [0,1— 1], g(z) > 0 demostrar que f (1) > f (0).
(c) (0.5 pts.) SiVz e [0,1— 1], g(z) <0 demostrar que f (1) < f(0).

(d) (1.0 pto.) Si f (1) = f (0) demostrar que existe z € [0,1 — 1] tal que f (z) = f (z + ;) .
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Problema 1.

a) Dado « € (0,1) se define la sucesion (a,) mediante la recurrencia

— — 14a
a1 = ay Qpy1 = Tn

i) (2.0 pts.) Demostrar que Vn > 1,0 < a, < 1.

ii) (2.0 pts.) Demostrar que (an) converge y calcular su limite.

b) (2.0 pts.) Dada la sucesiéon convergente (s,), se define la sucesion (u,) por u, =
(—1)" s,. Probar que (u,) converge si y solo si (s,) converge a cero.

Problema 2. Estudiar la convergencia de las siguientes sucesiones y calcular sus limites,
cuando éstos existan.

a) sen\(/}{ﬁ) b) nsen (-5) c) Vnb +n3 —/n® —n?
n n n!)? 1—(—1)"*n
d) (75) €) G f) S

(Cada parte vale un punto).
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Problema 1.

a) Dado « € (0,1) se define la sucesion (a,) mediante la recurrencia

a1 = ay Qpy1 =

i)

ii)

14an
— -

(2.0 pts.) Demostrar que Yn > 1, 0 < a, < 1.

solucién:
Aplicando induccién tenemos que a, = « € (0,1) (0.5 pts.). Si a, € (0,1)
entonces 0 < a, < 2= < 1 (0.5 pts). Como J/ €s est. creciente (0.5 pts.)

tenemos que 0 = VO < Jan < Opt1 = H% <v/1=1 (0.5 pts.).

(2.0 pts.) Demostrar que (ay) converge y calcular su limite.

solucidn:
Veamos que (a,) es creciente. Como £ € (0,1) tenemos que any1 =

1+a 14a z 1+a s
=y > =g (0.5 pts.) y ademas a, < 1 entonces =5 > a,. Concluimos

que ap41 > an (0.5 pts.).

Tenemos que (a,) es creciente y acotada superiormente por 1. Entonces, el
Teorema de las Sucesiones Monotonas garantiza que (an) converge (0.5 pts.).

Como (an11) converge a [y 4/ 22 converge a 1/t tenemos que el limite de
(an) debe satisfacer la ecuacién [ = 1/#. La tnica solucién no negativa de
ésta es [ = 1. Concluimos que el limite es [ = 1 (0.5 pts).

b) (2.0 pts.) Dada la sucesiéon convergente (s,), se define la sucesion (u,) por u, =
(—1)" s,. Probar que (u,) converge si y solo si (s,) converge a cero.

solucién:

Si (s,) — 0 entonces (—1)" s, — 0 pues |(—1)" s,,| = [s,| = 0 (1.0 pto.).

Si llamamos v al limite de la sucesion (s,) tenemos que (ug,) = (S2,) = v ¥
(U2n+1) = (—82n+1) — —v (0.5 pto.).

Si (un) converge, toda subsucesion lo debe hacer al mismo limite. Entonces v = —v

lo que implica que v = 0 (0.5 pts.).



Problema 2.

1. La sucesion (sen (1/n)) es acotada (0.5 pts.) y la sucesion (ﬁ) — 0 (0.5 pts.). En-
tonces, (Sen(ﬁ)> — 0.

v

(nsen (:5)) — 0 (05pts)

n(-L nl L
2. Sabemos que | = (1 2)> — 1 (0.5 pts.). Ademés, (1) — 0 entonces <lse (1n2)> =

6 4 13_(nb_n2 1
S5 _ e g Mt (nn?) n3+n? — s
3. V/nb+n vn n VB3t —n?  Vnbindiv/nb—n2 \/1+%+\/1—% 0.4 pts.
n n

Las sucesiones 14+ L, 1+ 25, 14+ — 1 (0.2 pts.). Entonces \/1 + %, \/1 - L =1
(0.2 pts.) y concluimos que la sucesion converge a - +1 = %(0.2 pts.).

4 (D" = (14 2)"(03pts). (1+:2)" = (1+:2)"" (1+-2;) (0.3 pts).
(1+%)n_1(1+n2j)—>e2-1 e? (0.4 pts.)

2
5 g;‘:g)! = '"’%’ 7 (0.3 pts.). Como W < 1 para ¢ = 1,...,n tenemos que
n % z:l
i=n+1
0< E;LT? - +1(0 4 pts.). Las sucesiones de los extremos convergen a cero de modo

que el Teorema del Sandwich asegura que la sucesién encajonada converge a cero

(0.3 pts.).

_ 1-(-1)"n . : —
6. an = T Si tomamos las subsucesiones (ag,) ¥ (a2,41) tenemos que ag, =

1- 1 _ 1-(-1)(2n+1) _ 2n42 1 . ..
gn+1 — —7 ¥ que Ggpq1 = MEnin11 = snys — 4 (0:3 pts.). Siendo estos limites

distintos, se concluye que (a,) no converge (0.5 pts.).
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Problema 1. Sea (a,) una sucesién decreciente y convergente a 0. Se define la sucesién

n

Sy = Z(—l)kak

k=0

a) (1.5 pts.) Pruebe que (sg,) es decreciente.

(
(b

1.5 pts.) Pruebe que Vn € N,Vm > n, 0 < s9,, — Sop, < aop,.

) (
) ( )

(c) (1.5 pts.) A partir de lo anterior, deduzca que (ss,) satisface el criterio de Cauchy.
) ( )

(d) (1.5 pts.) Usando (c), pruebe que (S2,41) es convergente y concluya que (s,) converge.

Problema 2.
(a) (1.0 pto.) Sea h: R — R una funcién continua en Z = 0y tal que Vn € N\ {0}, i (1) > 0.

Demuestre que h (0) no puede ser estrictamente negativo.

(b) (2.5 pts.) Sea g: (0,00) — R una funcién que satisface g (z - y) = g () + ¢ (y). Demuestre
que si g es continua en z = 1 entonces g es continua en todo su dominio.
Indicacién: demuestre primero que g(1) = 0.

(c) (2.5 pts.) Sean h,g: [0,1] — [0,1] continuas con h(0) = 0y ¢g(1) = 0. Demuestre que
existe ¢ € [0, 1] tal que h(c) = g(c).

Problema 3. Dado a > 0, sea f,(z) = az® + z — 1.

(a) (3 pts.) Demuestre la existencia y unicidad de z € [0, 1] tal que f,(z) = 0.

(b) (3 pts.) Sea g: [0,00) — [0,1] la funcién que a cada a > 0 le asocia la solucién z € [0, 1]
de la ecuacion f,(z) = 0. Pruebe que g es continua.

Indicacién: puede ser util demostrar que si

a+u—1 = 0
bP+v—1 = 0

con a,b > 0, entonces
[b(u? 4+ uv +v?) + 1) (u —v) = *(b — a).
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Problema 1. Sea (a,) una sucesién decreciente y convergente a 0. Se define la sucesién

n

Sp = Z(—l)kak

k=0

a) (1.5 pts.) Pruebe que (sg,) es decreciente.

b Pruebe que Vn € N,Vm > n, 0 < s9, — Sop < aop,.

(a) (

(b) (1.5 pts.)

(c) (1.5 pts.) A partir de lo anterior, deduzca que (ss,) satisface el criterio de Cauchy.
) ( )

(d) (1.5 pts.) Usando (c), pruebe que (S2,41) es convergente y concluya que (s,) converge.

Solucion:

(a) Tenemos que

(0.5 pts.) Sop+2 — Sop = (_1)2n+1a2n+1 + (_1>2n+2a2n+2 = —Qopt1 + Aopi2

Como (a,) es decreciente, en particular ag, 2 < ag,+1 (0.5 pts.). Luego so,10 — S9, < 0,
es decir, (s9,) es decreciente (0.5 pts.).

(b) Sean n,m € N con m > n (el caso m = n es trivial). Como (sgx) es decreciente, se tiene
que Sa, < Sg, de modo que 0 < s9, — So,, (0.2 pts.). Por otra parte,

2m

(0'3 pts.) Son — Som = Z (_1)k+1ak = Qop4+1 — Qopt2 + ...+ AQ2m—1 — A2m,
k=2n+1

Sumando y restando as, al lado derecho y agrupando se obtiene
(0.4 pts.) Son — Som = Qon + (—2p + G2ny1) + ..+ (—Q2m—2 + Gom—1) — Qo

Como (a,) es decreciente, se tiene que Vk € N, —ag + agy1 < 0, razén por la cual
todos los términos entre paréntesis son inferiores o iguales a 0 (0.3 pts.). Mds atn, (a,)
decrece a 0 por lo que a, > 0 para todo n € N y en particular —as,,, < 0 y en conclusién
Son — Som S Qon (03 ptS.).

(¢) Como a, — 0y a, > 0 para todo n € N, tenemos que Ve > 0, Ing € N, Vn > ny,
0 <a, < e (0.3 pts.). En particular, si n > ng entonces 2n > n > ng y en consecuencia
as, < € (0.3 pts.). Luego, si m > n > ng entonces de la parte (b) se deduce que
0 < S9u — Som < a9, < € (0.4 pts.). Luego, hemos probado que Ve > 0, dny € N,
Vm > n > ng, [San — Som| = Son — Sam < €, que es el criterio de Cauchy (0.4 pts.).



(d) Tenemos que Sop 11 = Son — Gont1 (0.2 pts.). Como (sg,) es de Cauchy, por teorema visto
en clases se sigue que es convergente a un limite que denotamos s (0.3 pts.). Pero (a,)
converge a 0, de modo que la subsucesion (ag,+1) también converge a 0 (0.3 pts.). Por
algebra de limites, se sigue que lim s, 11 = lim $9, —lim as, 1 = §—0 = 5 (0.3 pts.). Para
concluir que (s,) converge, observamos primero que todo n € N es de la forma n = 2k o
bien n = 2k+1 para un tnico k € N. Luego verificamos la definicién de s,, — 0: dadoe > 0
sabemos que existen ko, k; € N tal que Vk > ko, |sop — S| < ey Vk > ky, [sop1 — §| < e.
Tomando ke = max{ko, k1} se deduce que Vn > 2k + 1, |s, — 5| < € (0.4 pts.).

Problema 2.

(a) (1.0 pto.) Sea h: R — R una funcién continua en Z = 0 y tal que Vn € N\ {0}, 2 (1) > 0.
Demuestre que h (0) no puede ser estrictamente negativo.

(b) (2.5 pts.) Sea g: (0,00) — R una funcién que satisface g (z - y) = g () + ¢ (v). Demuestre
que si g es continua en T = 1 entonces g es continua en todo su dominio.
Indicacién: demuestre primero que g(1) = 0.

(c) (2.5 pts.) Sean h,g: [0,1] — [0,1] continuas con h(0) = 0y g(1) = 0. Demuestre que
existe ¢ € [0, 1] tal que h(c) = g(c).

Solucidn:
(a) La sucesién (+) converge a cero. La continuidad de h en cero implica que h (+) — h(0).
(0.5 pts.) La condicién del problema dice que la sucesién h (%) es acotada inferiormente
por cero, por lo que su limite h (0), debe ser mayor o igual a cero (0.5 pts.).

(b) Probemos dos propiedades de g. Primero, g (1) =g (1-1) =¢(1) + g (1), luego g (1) =0
(0.5 pts.). Segundo, 0 = g(1) = g(T-1) = g(@) + g (2), conlo que g (2) = —g(T)
(0.5 pts.). Supongamos que g es continua en T = 1 y probemos que ¢ es continua en
todo a € (0,+00). Para ello sea (a,) — a, con a, € (0,+00). Entonces, (%) — 1
(0.5 pts.). Como g es continua en 1, se tiene que g (“") — ¢ (1) =0 (0.5 pts.), luego

g(an) =g(ay) —g(a)+g(a) =g (= )+g() g (a), probando que g es continua en 1
(0.5 pts.).

Hlb

(c¢) Consideremos la funcion f : [0, 1] — R definida por f (z) = g (z) —h (x) (0.5 pts.). Como
g y h son continuas en [0, 1] por algebra de funciones continuas sabemos que g — h es una
funcién continua en [0, 1] (0.5 pts.). Usando los valores g (1) =0y h(0) = 0, y el hecho
que h[0,1] C[0,1] y g[0,1] C [O 1] tenemos que f (0) = g (0)—h (0) = ¢ (0) > 0 (0.5 pts.)
yque f(1)=g(1)—h (1) =—h(1) <0 (0.5 pts.). El Teorema del Valor Intermedio nos
dice que existe ¢ € [0, 1] tal que f (¢) =0, es decir, g (c) = h(c) (0.5 pts.).

Problema 3. Dado a > 0, sea f,(z) = az® +z — 1.

(a) (3 pts.) Demuestre la existencia y unicidad de z € [0, 1] tal que f,(z) = 0.

(b) (3 pts.) Sea g : [0,00) — [0,1] la funcién que a cada a > 0 le asocia la solucién z € [0, 1]
de f,(z) = 0. Pruebe que g es continua.



Indicaciéon: Puede ser 1til demostrar que si

a+u—1 = 0
bvP+v—1 = 0

con a,b > 0, entonces:

[b(u® + uv +v?) + 1] (u — v) = u*(b — a) (1)

Solucién:

(a)

Probemos primero la existencia. Tenemos que f,(0) = —1y f,(1) = a > 0 (0.5 pts.),
y como f, es continua (0.5 pts.), el Teorema del Valor Intermedio nos dice que existe
z € [0,1] tal que f, (z) =0 (0.5 pts.).

Para la unicidad, podemos utilizar (1) con @ = b para concluir que si u,v € [0,1] son
soluciones de la ecuacién f,(z) = 0 entonces [a(u® + uv 4+ v?) + 1](u — v) = 0 (0.5 pts.).
Pero a,u,v > 0, de modo que a(u?+wuv+v?)+1 > 1y en consecuencia para que lo anterior
sea cierto necesariamente u = v (0.5 pts.).

Finalmente, probamos la indicaciéon. Restando las dos ecuaciones se deduce que

0 = a®> —b>+u—o
= aud = bl +bud — b +u—w
= u(a—0b)+bu’—v*)+u—v

= u3(a—b)+b(u—v)(u2+uv+02)+u—v
= u’(a—0b) + [b(u® + uv + v*) + 1](u — v)

de donde se sigue (1) (0.5 pts.).

Sea a > 0, P.D.Q. g es continua en a. Sea (a,) una sucesién con valores en [0,00) (0.5
pts.) y convergente al real a. P.D.Q. g(a,) — g(a) (0.5 pts.). Usando la propiedad (1)
con a y b = a, queda

l[a(g(a)® + g(a)g(an) + g(an)?) +1](g(an) — g(a)) = g(an)*(an — a),
de donde

g<an)3 |

(g(@P + gl@)glan) + glany®) + 11~ o = lon —al

(1.0 pto.)  [g(an) —g(a)| =

Luego, como a, — a = |a, — a|] — 0, por sandwich de sucesiones, resulta que |g(a,) —
g(a)] — 0, es decir g(a,) — g(a) (1.0 pto.).
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Puntuacién: P1.- (1)2, (ii)2, (iii)2, P2.- (ia)2, (ib)2, (ii)2, P3.- (i)1.5, (ii)1.5, (iii)1.5, (iv)L.5.

P1.- Sea a > 0. Considere la sucesion definida por

$1 = 2a,

[a3 + s2
= > 1.
Sn+1 a+1 ) n -~

(i) Demuestre por induccién que s, > a, Vn > 1.

(ii) Demuestre que s, es estrictamente decreciente y convergente a un real L.

(iii) Encuentre el valor de L. Justifique rigurosamente su resultado.
P2.- Sea a > 0.
(i) Utilizando las desigualdades

1
1—2x

exp(z) < Vr <1, 1+ z < exp(z) Vr € IR,

estudie en los dos casos siguientes la convergencia de la sucesién

Sn
exp | — :
a? — s2

(a) Sis, »>acons, <a,
(b) Si s, — —a con s, > —a.

(ii) Determine si existen valores de a y de § para que la funcién:

z .
exp(— ) S1 —a<zr<a

fe) = ol
o s1 < —a
15} si r>a
sea continua en x = —a  y/o 1z = a. Justifique claramente su respuesta.

Indicacidn: en esta parte puede usar la caracterizacién de continuidad por

sucesiones o por limites.

P3.- Definimos la funcién en IR
et — e~ %

tanhx = ——.
(i) Verifique que tanh es continua en todo IR, que tanh(0) = 0 y que satisface

—1 < tanh(x) < 1, Vz € RR.



(ii) Pruebe que si n — oo entonces tanh(n) — 1y que tanh(—n) — —1.

(iii) Usando el Teorema del Valor Intermedio para funciones continuas (T.V.I.)
demuestre que Vy €] — 1, 1], 3z € IR tal que tanh(z) = y.
Indicacidn: analice separadamente los casos y > 0, y =0, y < 0.

(iv) Demuestre que la ecuacién tanh(z) = cos(z) tiene infinitas soluciones en IR.
Indicacidn: use nuevamente el T.V.I.
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Puntuacién: P1.- ()2, (ii)2, (iii)2, P2.- (ia)2, (ib)2, (ii)2, P3.- (i)1.5, (ii)1.5, (iii)1.5, (iv)L.5.

El objetivo de esta pauta es orientar la correccién de los ayudantes y dar al alumno una guia de
estudio. Es responsabilidad del alumno tener una copia de esta pauta para el dia de la revisién de su
prueba. Esta se puede obtener via http://www.dim.uchile.cl/~1mella/MA12A .html en formato
ps o pdf.

P1.- Sea a > 0. Considere la sucesion definida por

s1 = 2a,

- ad + s2
n+1_\/ a+1"’

(i) Demuestre por induccién que s, > a, ¥n > 1.

Y
—_

(ii) Demuestre que s, es estrictamente decreciente y convergente a un real L.

(iii) Encuentre el valor de L. Justifique rigurosamente su resultado.

Pauta.- (i) Para n =1 es cierto que s; = 2a > a [0/0.25/0.5pto].
Si suponemos que s, > a entonces

a® + s2
a+1
a® + a?
a+1
2(a+1)

+1

Sp+1 =

S

= a
[0/0.5/1/1.5pto].
(ii) Demostraremos que S,4+1 — S, < 0, en efecto

03
Sntl = Sn = S~

a3+ 82 —spva+1
Va+1

\/a?’-l-s%—\/s%a—i-s%
Va+1

< 0,

pues de la parte (i) se ve que s2 a > a® [0/0.5/1.0/1.5pto] (obviamente esta cota es posi-
ble obtenerla con otras manipulaciones algebraicas). Como s, es decreciente y acotada
inferiormente es en consecuencia convergente a un real L [0/0.5pto].



(iii)

Ya que s,4+1 es una subsucesion de s,, ella es también convergente al mismo limite L
[0/0.25pto]. Tomando limite en la expresién que define la sucesion se obtiene:

Ve
va-+1

[0/0.25/0.5/0.75/1pto] de donde L?*(a + 1) = a® + L? y se deduce que L? = a* o bien

L = +a [0/0.25/0.5pto]. Ahora como s, > a entonces L > a de donde se deduce que la

tinica posibilidad es L = a (el limite es tinico) [0/0.25pto].

L=

P2.- Seaa > 0.

(i)

(ii)

Pauta.(i)(a)

Utilizando las desigualdades

1
exp(x) < T Vo < 1, 1+ 2 < exp(z) Vo € IR,
-z

estudie en los dos casos siguientes la convergencia de la sucesién

Sn
exp | — )
a? — s2

Determine si existen valores de oy de 8 para que la funcion:

(a) Sis, »>acons, <a,
(b) Si s, — —a con s, > —a.

z .
exp(— ) S1 —a<zr<a

/(@) = corl
o s1 < —a
15} si z>a
sea continua en £ = —a  y/o 1z = a. Justifique claramente su respuesta.

Indicacidn: en esta parte puede usar la caracterizacién de continuidad por
sucesiones o por limites.

Utilizaremos la primera desigualdad. Primero verificamos que

S
" _ <1

2 _ g2
a® — s2

para n suficientemente grande. En efecto, como s, — a, s, < a 'y —a < a entonces
para n suficientemente grande —a < 0 < s, < a, entonces — =5 < 0 < 1 para n
grande [0/0.25/0.5pto] (también se puede argumentar deduciendo que — -5 — —00).

En seguida, aplicando la primera desigualdad (y que exp(z) > 0, Vz € IR) tenemos

2 2

s Spla” —s
0 < exp _2n2 < 2n( 2 n)
a® — sy a® — s, + Sy

. . 7 . . 2— 2
Por dlgebra de limites de sucesiones, el término de la derecha tiende a Zg“_azii = 0.

Utilizando el Teorema de comparacién para sucesiones (sandwich) se obtiene que la
sucesién estudiada es convergente a cero [0/0.5/1/1.5pto].

2



(1)(b)

(ii)

De la segunda desigualdad

Sn Sn
1-= 7 S eXp | —— 2 )"
a? — s2 a?—s

n

Por 4lgebra de limites, el lado izquierdo diverge a +oco (el signo hay que justificarlo, por
ejemplo notar que como s, — —a, s, > —a y —a < a entonces para n suficientemente

grande —a < s, < 0 < a de donde 1 — >~ > 0 para n grande, o bien explicar que
sz — a® con s; > a’ y deducir por dlgebra de limites divergentes que 25 — —o0

[0/0.25/0.5pto]), de donde por comparacién (sandwich) se obtiene que el limite pedido
es 400 [0/0.5/1/1.5pto].

Esta parte se puede resolver utilizando sucesiones o limites laterales de funciones. Se dan
ambas opciones en la pauta.

o Opcidén sucesiones: Sea s, una sucesion convergente a x = —a con s, < —a, €s
claro de la definicién de f que

flsp)=a—a sin— occ.

Sea ahora s, una sucesiéon convergente a © = —a con s, > —a, es claro de la parte

(1) (b) que
f(sp) = 400 sin— oo.

Entonces f es no puede ser continua en x = —a para ningun valor de a.
[0/0.25/0.5/0.75/1pto].

Sea s, una sucesién convergente a r = a. Esta sucesiéon la separamos en dos: la
de los términos mayores o iguales que a y la de los términos menores que a. Si los
términos mayores o iguales que a son un nimero finito, no los consideramos, si son
un numero infinito, constituyen una subsucesién de s,, denotada s,,. Lo mismo para
los términos menores, que de ser infinitos denotamos por la subsucesion s,». Es claro
de la definicion de f que

fsw)=B8—08 sin' = o0

y de la parte (i)(a)
f(spr) =0 sin" — 0.

Entonces f es continua en x = a para 3 = 0. [0/0.25/0.5/0.75/1pto] (el hecho de
no tomar una sucesién general, sino sélo dos convergentes por cada lado de x = a
y no justificar que esto es equivalente a tomar una general convergiendo por ambos
lados a x = a vale 0.25ptos).

o Opcién limites laterales: Para que f sea continua en x = —a es necesario que
lim f(z)= lim f(z).
T——a~ z——at
Pero
lim f(z) =«
T——a~



P3.-

Pauta.-

lim  f(z) =400

z——at

pues lim,_,_,+ —m = +oo y exp(y) — +oo si y — +oo. Entonces f es no
puede ser continua en £ = —a para ningun valor de a. [0/0.25/0.5/0.75/1pto].
Para que f sea continua en x = b es necesario que

lim f(z) = lim f(x).

T—b— z—bt
Pero
li =
lim f(z) =6
y
lim f(z)=0
r—b~

pues lim, - —rm—y = 00y exp(y) — 0 si y — —oo. Entonces f es continua

en £ = b para $ = 0. [0/0.25/0.5/0.75/1pto] (el hecho de mencionar en alguno de
los dos puntos que f es continua ssi los limites laterales existen y son iguales vale
0.25ptos).

Definimos la funcién en IR

et —e T
tanhe = ——.
et e %

(i) Verifique que tanh es continua en todo IR, que tanh(0) = 0 y que satisface
—1 < tanh(x) < 1, Vz € R.

(ii) Pruebe que si n — oo entonces tanh(n) — 1y que tanh(—n) — —1.

(iii) Usando el Teorema del Valor Intermedio para funciones continuas (T.V.I.)
demuestre que Vy €] — 1, 1], 3z € IR tal que tanh(z) = y.
Indicacién: analice separadamente los casos y > 0, y =0, y < 0.

(iv) Demuestre que la ecuacién tanh(z) = cos(z) tiene infinitas soluciones en IR.

Indicacidn: use nuevamente el T.V.I.

(i) Notemos que e* + e~ > 0, Vo € IR, de modo que el denominador de tanh no se anula
jamés y resulta ser continua por ser de la forma f/g con f y g continuas (suma de
continuas) y ¢g(z) # 0 [0/0.25/0.5pto]. Por otro lado tanh(0) = (1 —1)/(1+1) =0y

ef+e ™ >0= ©eT<e T —eT<etf e "

e +e">0=> —e"<e"=> —e"—e"<e"—e™"
de donde se obtiene —1 < tanh(z) < 1 al dividir por e*+e~* > 0.[0/0.25/0.5/0.75/1pto].
(ii) Si m — oo entonces e~2" — 0, de donde por dlgebra de limites [0/0.25/0.5/0.75pto]:

n -n —2n
, , €e'—e , 1—e
lim tanh(n) = lim ———— = lim —— =
n—oo n—oo e 4 g~ n—oo ] 4 e—2n



(Alternativamente, se puede demostrar de manera similar que lim,_,,  tanh(z) =1y y
tomar x = n).

Del mismo modo [0/0.25/0.5/0.75pto]:

e —en e —1
lim tanh(—n) = lim ——— = lim ——— = —
n—00 n—o0o0 g L e n—00 74N L ]
(Alternativamente, se puede demostrar de manera similar que lim,_,_ tanh(z) = -1y
tomar z = —n). También se puede deducir usando el limite precedente y argumentando
que tanh(—z) = — tanh(z) (funcién impar).

(iii) Sea 0 < y < 1, como tanh(n) — 1 y tanh(n) < 1 (o bien como lim,_, tanh(z) = 1),
entonces para n suficientemente grande y < tanh(n) < 1, esto es existe ny tal que
y < tanh(ng) < 1. Por otro lado tanh(0) = 0. Entonces

tanh(0) < y < tanh(ng).

Como tanh es continua, por el T.V.I. existe z € (0,ng) tal que tanh(z) =y [0.7pto].

Sea —1 < y < 0, como tanh(—n) — —1y —1 < tanh(—n) (o bien como lim,_, _, tanh(z) =
—1), entonces para n suficientemente grande —1 < tanh(—n) < y, esto es existe n; tal
que tanh(—n;) < y. Por otro lado tanh(0) = 0. Entonces

tanh(—n1) < y < tanh(0).

Como tanh es continua, por el T.V.I. existe x € (—ny,0) tal que tanh(z) = y [0.7pto].
(También se puede argumentar usando la imparidad).
Si y = 0 claramente tanh(0) = y [0/0.1pto].

(iv) Como cos(2km) =1y cos((2k+1)w) = —1, k € IN, entonces cos(2kn) —tanh(2k7) > 0y
cos((2k+1)m) —tanh((2k+1)7) < 0, esto es, la funcién continua cos(z) —tanh(z) cambia
de signo en cada intervalo [2k7, (2k +1)7|. Usando el T.V 1., existe xy € (2km, (2k+ 1))
con cos(zy) — tanh(xy) = 0, esto es cos(xy) = tanh(z) y por lo tanto z; < 2o < 23 < ...
constituyen una sucesion de raices reales distintas de la ecuacién. [1.5pto].

Nota: los puntajes del tipo [0/0.5/1pto] significan que en lo posible la puntuacién tomara solamente
esos valores.

Atte, el Coordinador.
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P1.- (i) (3 ptos.) Sea f la funcién definida por

"l Gaso
— sz
f(z) = In(1+ z)
V=Y (z—a)? siz<0
I3 siz=0

Analice la continuidad de f y encuentre todos los valores de « y 8 para los cuales f es
continua en todo R.

(ii) (3 ptos.) Calcule

arcsen r — arcsen a
1um
T—a r—a

en funcién de a, usando el cambio de variables u = arcsenz — «, donde o = arcsen a.
Indicacién: puede serle 1til la formula del seno de la suma.

P2.- (i) Sean f,g:[0,1] — [0, 1] funciones continuas y epiyectivas. Demuestre que Jc € [0, 1] tal
que f(c) = g(c). Indicacién: analice los valores de g en los puntos donde f alcanza sus
valores extremos.

(ii) (3 ptos) El objetivo de este problema es probar que toda funcién f : R — R continua y
tal que Vz € R, f(z) > |z|, alcanza su minimo en R, es decir,

deeR, Vz eR, f(a) < f(x).

Para ello considere yo = f(0) y el intervalo I = [—yo, o]
(a) (1.5 ptos) Demuestre que

Ve e R\ I, f(x)> yo.
(b) (1.5 ptos) Concluya que f alcanza su minimo en R en un punto de I.

P3.- (i) (3 ptos) Sea f : R — R una funcién continua. Sea (a,,) una sucesién en [a, b], no necesari-
amente convergente, tal que lim f(a,) = ¢. Demostrar que 3% € [a, b] tal que £ = f(T).
n—oo

(ii) (a) (1 pto) Sea k € N. Usando subsucesiones, calcular

1 n
lim <1 + ) .
n—00 n -+ k

(b) (2 ptos) Dado a € R, calcular
, 1
lim nln (1 + ) .
n—o00 n-+a

Use este resultado para concluir el valor de lim (1 + n—ll—a)n )
n—0oQ
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El objetivo de esta pauta es orientar la correccion de los ayudantes y dar al alumno una guia de estu-
dio. Es responsabilidad del alumno tener una copia de esta pauta para el dia de la revision de su prue-
ba (Vi 01/08 18:00 y 19:00). Esta se puede obtener en www.dim.uchile.cl/~1mella/MA12A .html
en formato ps o pdf. Nota: en la revisién se aceptara solamente tomar nota con lapiz de color verde.

P1.- (i) (3 ptos.) Sea f la funcién definida por

e —1

—— siz >0

In(1 +
fla) = (na:(—a? six <0
I3 siz=0

Encuentre todos los valores de o y 3 para los cuales f es continua en todo IR.

(ii) (3 ptos.) Calcule
arcsin x — arcsin a

lim
T—a T —a

en funcién de a, usando el cambio de variables © = arcsinxz — «, donde o = arcsin a.
Indicacion: puede serle 1til la formula del seno de la suma.

Pauta.- (i) o Continuidad para z # 0. Claramente f es una funcién continua en los intervalos:
(—00,0) y (0, +00) por algebra de funciones continuas (la suma, producto, divisién
si el denominador no se anula y composicion de funciones continuas es continua).

o Continuidad por la derecha en z = 0. Por limites laterales, podemos calcular:
, e —1
lim ———.
20+ In(1 + x)
¢ Método 1: usando los limites conocidos vistos en clases:

r_1q In(1
fm © 1 g O£

z—0t+ x z—0t T

= 1.

En efecto: .
e’ —1 o= 1

_ = =1.
:ULI(I)I"‘ ln(l —+ 33)

oz =

= A Wi T
x

¢ Método 2: otro método, mucho mas largo pero instructivo, es utilizar las de-

sigualdades fundamentales de las funciones exponencial y logaritmo vistas en

clases:



De la primera, restando 1 se obtiene que

— 1= x
1—=zx 1—2x

r<e’—-1<

Y

de la segunda, tomando y = 1+ z (si > —1 entonces y > 0) se tiene que

1 1 1
Y <+ <z=-< < 1te
z ~ In(l+2x) x

pues los términos comparados son positivos.
Combinando lo anterior se obtienen las cotas siguientes:
1 e —1 zr 14z 1+=x

-—=1L =
" “In(l4+z) " 1—-2z =z 1—2’

que son validas para —1 < z < 1. Del teorema de comparacién (Sandwich),
tomando limite cuando z — 0" se deduce que

, e* —1
lim ——— =
a—0+ In(1 + z)
Cualesquiera de los dos métodos anteriores indica que el valor de 8 debe ser nece-
sariamente:

B=1.

o Continuidad por la izquerda en x = 0. Calculemos el limite:

lim (z — a)>.
z—0~

Por algebra de limites (o por continuidad de los polinomios), es directo que este
limite existe Yo € IR y vale o?.
Imponiendo la restriccion de continuidad en 0:

lim f(z) = lim f(z)

z—0t T—0—

se obtiene la condicion
2

1=«
de donde
a =10 bien o = —1.
(ii) Notemos primero que
u = arcsinz —a =z =sin(u + «)

= arcsina = « = sin aq,

de donde
r—a=u—0.



Haciendo el cambio de variables el limite pedido queda entonces:

, arcsinx — arcsina , U
lim = lim — ;
za r—a u=0 sin(u + ) — a

Calculemos este ultimo limite utilizando la indicacién (seno de la suma):

, [ , (2
lim — = lim -
u=0sin(u + ) — a u—0 cos asin u + 4 cos u — a
i 1
= 1m T
50 sin u cos u—1
u=0 cos = — + = —
1
cosa’

donde hemos utilizado el dlgebra de limites y los limites trigonométricos conocidos:

., sinu , cosu-—1
lim =1 lim —=0.
u—0 U u—0 u
Finalmente, como
cosa =1/1 —sin’«
se obtiene ) )
, arcsinx — arcsin a 1
lim = T
T—a T—a s = =

Asignacién de puntaje P1:

(i) | [0.5pto] | Justificar continuidad para z # 0
[1pto] | Célculo del limite
[0.5pto] | Encontrar 5 por continuidad
[0.5pto] | Calculo del limite con «
[0.5pto] | Encontrar valores de o por continuidad
(ii) | [0.5pto] | Buen despeje de x y reescritura del limite
[0.5pto] | Ver bien que si z — a entonces u — 0
[0.5pto] | Utilizacién seno de la suma
[0.5pto] | Utilizacién de limites trigonométricos
[0.5pto] | Valor del limite en «
[0.5pto] | Reescritura en a

P2.- (i) (3 ptos) Sean f,g : [0,1] — [0,1] funciones continuas y epiyectivas. Demuestre que

dec € [0,1] tal que f(c) = g(c). Indicacién: analice los valores de g en los puntos donde f
alcanza sus valores extremos.

(ii) (3 ptos) El objetivo de este problema es probar que toda funcién f : IR — IR continua y
tal que Vz € R, f(z) > |z|, alcanza su minimo en IR, es decir,

da € R, Vz € R, f(a) < f(x).

Para ello considere yo = f(0) y el intervalo I = [—yo, o]

3



(a) (1.5 ptos) Demuestre que
Vee R\ I, f(z)> .
(b) (1.5 ptos) Concluya que f alcanza su minimo en IR en un punto de /.

Pauta.- (i) Sea h = f — g que también es una funcién continua en [0, 1] (pero no necesariamente
epiyectiva!). Debemos probar que Jc € [0, 1] tal que h(c) = 0. Para ello la idea es usar el
TVM para h,

Usamos la indicacién: como f es epiyectiva, el valor mdximo que toma es 1 digamos en
algin z; € [0, 1]. Del mismo modo, el minimo valor que toma es 0 en algin o € [0, 1].
Por otro lado 0 < g(x) < 1 Vx € [0,1], de donde

g@1) <1=f(z1) y gxo) >0= f(xo).

Esto es, probamos que
Jdz1, 9 € [0, 1] tales que  h(z1) <0, h(zg) >0

y del TVM se concluye la propiedad.

(iia) Tenemos que
x € R\I = |z| >y

pero
fz) > |z]
de donde por transitividad
f(z) > yo.

(iib) f es continua en I (intervalo cerrado y acotado) por lo que alcanza su minimo en I, esto

es:
Jda€el talque f(a)< f(z) Vzel

Fuera de I, el punto a sigue siendo un minimo, en efecto, como 0 € I, entonces:
f(a) < f(0) =y
y de la parte anterior se deduce que
fla) <wo < f(z) Vo€ R\L

Nota: esta pregunta también se puede hacer con un intervalo [—y, y] donde y esta en la
imagen de f, pero en ese caso adicionalmente hay que probar que se puede escoger una
preimagen de y en I (lo que no es necesario si la preimagen es 0). También se puede
hacer por reduccién al absurdo, pero es complicado: si f no tiene minimo, al menos tiene
infimo porque es acotada inferiormente (es positiva). Sea a, una sucesién tal que f(a,)
converja al infimo, entonces o bien a,, es acotada, en cuyo caso pasando al limite en una
subsucesion se ve que el infimo se alcanza en el limite de esta subsucesion, o bien es no
acotada, caso en que tomando limite se viola la desigualdad f(a,) > |ag|-

4



Asignacion de puntaje P2:

(i) [0.5pto] | Entender que se trata de TVM
[0.75pto] | Existencia de valores maximos y minimos de f
[0.75pto] | Utilizar las cotas para g
[1pto] | Utilizar bien el TVM
(iia) | [0.5pto] | Transcripcién a desigualdad de x € IR\ I
[0.5pto] | Uso de la hipédtesis f(x) > |z|
[0.5pto] | Uso de la parte anterior
(iib) [1pto] | Teorema f alcanza su minimo en [a, b]
[0.5pto] | Utilizar la parte anterior

P3.- (i) (3 ptos) Sea f : IR — IR una funcién continua. Sea (a,) una sucesién en [a,b], no
necesariamente convergente, tal que nh_)rglo f(a,) = £. Demostrar que 3% € [a, b] tal que

= f(T).

(ii) (a) (1 pto) Sea k € IN. Usando subsucesiones, calcular

1 n
lim (1 + ) ;
n—00 n+k

(b) (2 ptos) Dado a € IR, calcular

1
lim nln(l—i— )
n—oo n+a

. , 1 \"
Use este resultado para concluir el valor de ”ll_)rgo (1 + - +a)

Pauta.- (i) Del teorema de Bolzano Weierstrass, existe una subsucesién a,,) de a, que es conver-
gente. Llamando 7 al limite tenemos

p(n)

Pero por continuidad de f:
f(anp(n)) — f(f)

Ahora notemos que
f(aym)) es una subsucesion de  f(an)

por lo que por hipdtesis
f(apm)) — L.

Finalmente, por unicidad del limite

(iia) Dado k € IN fijo, y si sabemos que

1 n
an:(l—i-—) — €,
n

5



tomamos la subsucesion a,,) con ¢(n) = n + k para obtener que

Ap+k — €.

1 n 1 —k 1 n+k
= i (4 5g) (4 s)
n—i—k) nhoo +n+k +n+k

1 —k 1 n+k
= Ilim (1 + > lim (1 + )
n—o00 n—+k n—00 n—+k

—k 17
1 M

Ahora

lim (1 +

n—oo

= €

(iib) Se sabe de clases que

In(1 + s,
sp—0 = h’mM

n—00 Sn

=1
lo que viene de la desigualdad vista en clases:

-1
y—glnygy—l Yy > 0.
)

Entonces reescribimos el primer limite pedido como

(1+ . ) = Jim " o 1+ 53)

lim nln T
n—oQ n+a n—oon 4+ q nta
y es claro que
n
Sp = — —1
" n4a A
de donde se deduce que
In(1+ -
n
lim ( . ) =1.
n—oon 4+ q

n—+a

El limite pedido puede obtenerse de la continuidad de la funcién exponencial (tercera
igualdad):

1 \" 1 \"
lim (1 + ) = lim exp (ln (1 + —) )
n—00 n-+a n—o0 n—+a
1
= lim exp (n In (1 + >)
n—00 n+a

n—i—a)

= exp nli)rgon In (1 +
= expl
= e

Valor que coincide con el limite calculado en el item anterior en el caso particular en que
a es natural.



Asignacion de puntaje P3:

(i) [1pto] | Uso teorema de Bolzano Weierstrass
[1pto] | Continuidad de f

[0.5pto] | Subsucesiones y uso de la hipétesis
[0.5pto] | Unicidad del limite

(iia) | [0.2pto] | Eleccién de la subsucesién correcta
[0.3pto] | Saber que la subsucesién conserva el mismo limite
[0.5pto] | Calculo del limite haciendo aparecer la subsucesion

(iib) | [0.5pto] | Entender que se trata del primer limite del logaritmo para un s, — 0
[0.5pto] | Primer limite pedido
[0.5pto] | Segundo limite pedido
[0.5pto] | Comentar que la continuidad de exp permite intercambiar los limites




Control #3 MA12A CALCULO
Escuela de Ingenieria, FCFM, U. de Chile.
Semestre 2004-1

P1.- (i) Considere la funcién f: R — R definida mediante

( o 1 _
—sm(( )7) six <0,
x
f(x) =< b(x —a)? si0<xz<1,
sin(a(z — 1)) S,
L Inz

donde a y b son parametros reales con a # 0, a # 1.

a) (0.5 ptos.) ;Qué puede decir de la continuidad de f en los intervalos
(—00,0), (0,1) y (1,00)7? Justifique.

b) (1.5 ptos.) Encuentre una relacién entre a y b equivalente a la continuidad
de f en 0.

c) (1.5 ptos.) Encuentre una relacién entre a y b equivalente a la continuidad
de f en 1.

d) (0.5 ptos.) Encuentre los valores de a y b, con a # 0, a # 1, tales que f
sea continua en R.

(ii) (2 ptos.) Estudie la continuidad en los puntos 0 y 1 de la funcién f: R — R
definida por f(x) = [z]x.
(Recuerde que [z] es la parte entera de x, definida como el mayor entero k que
cumple k < z.)

P2.- Calcule los limites siguientes justificando apropiadamente (1 pto. cada uno):

.~ .. sin(a+ h) —sin(a) .. , sin(x) ... ,, cos(z)—1
(i) }llli% o , a€R (ii) 9101_12 — (iii) :1512% T
. \/1—|—QJ“—\/1—$‘1 _z . 2n n
I , 0 lfm 2~ = I ( )
) J A A

P3.- (i) Sea f:[a,b] — R una funcién continua en [a, b].

a) (2 ptos.) Pruebe que existen z, T € [a, b] tales que

f(z) < o) + flz) ; flz2) < f(@) Vy,xy € [a,bl.
b) (2 ptos.) Demuestre que dados x1, x3 € [a,b] cualesquiera existe 5 € [a, b]
tal que
£(8) = f(fﬂl)-gf(lé)'

Indicacién: utilice los teoremas sobre funciones continuas en un intervalo [a, b].
(ii) (2 ptos.) Sea f: R — R una funcién que satisface:
flx) <0 Vz <0,
flz) >1 Vz>0.
Pruebe que f no es continua en cero.

TIEMPO: 3 horas.



Pauta Control #3 MA12A Calculo
Escuela de Ingenieria, FCFM, U. de Chile.
Semestre 2004-1

El objetivo de esta pauta es orientar la correccion de los ayudantes y dar al alumno una guia de estudio. Es respon-
sabilidad del alumno tener una copia de esta pauta para el dia de la revisién de su prueba. Esta se puede obtener en
la pagina:

http://www.dim.uchile.cl/~1mella/MA12A .html en formato ps o pdf.

P1.- (i) Considere la funcién f: R — R definida mediante

sin((1 — a)x)

six <0,
T
f(z) =< bz —a)? si0<xz <1,
sin(a(xz — 1)) Sl
Inz

donde a y b son parametros reales con a # 0, a # 1.
a) (0.5 ptos.) ;Qué puede decir de la continuidad de f en los intervalos (—oo, 0), (0,1) y (1, 00)? Justifique.
b) (1.5 ptos.) Encuentre una relacién entre a y b equivalente a la continuidad de f en 0.
c) (1.5 ptos.) Encuentre una relacién entre a y b equivalente a la continuidad de f en 1.
d) (0.5 ptos.) Encuentre los valores de a y b, con a # 0, a # 1, tales que f sea continua en R.
(ii) (2 ptos.) Estudie la continuidad en los puntos 0 y 1 de la funcién f : R — R definida por f(x) = [z]x.
(Recuerde que [x] es la parte entera de x, definida como el mayor entero k que cumple k < z.)

Pauta. (i) a) La funcién f es continua en los intervalos (—oo, 0), (0,1) y (1,00) ya que en cada uno de éstos se puede
aplicar los teoremas sobre algebra y composicién de funciones continuas. Sélo es necesario observar
que en (—00,0) Sm((lmifa)m) es continua puesto que el denominador no se anula y en (1, 00) w
es continua.
b) Para estudiar la continuidad en 0 conviene calcular los limites laterales de f en este punto. Utilizando
la definicién de f y la hipétesis a # 1 podemos escribir

lim f(z) = lim sin((1 =~ 9)z)

rz—0~ rz—0~ X
(1 —
= lim M(l —a)
rz—0~ (1 — a):z:
=1—-a
ya que lim,_,q % =1.

Por otro lado

z _ z. _ 2
Jim f(z) = lim b(z - a)
= ba®.
Ahora bien, f es continua en 0 si y sélo si lim,_,q- f(z) = lim,_,o+ f(z) = f(0), es decir
1 —a=ba®.

¢) Calculemos los limites laterales de f en 1:

lim f(z) = lim b(z —a)?

r—1— rx—1—

=b(1—a)%



Puntaje.

(ii)

Suponiendo, como dice el enunciado, que a # 0 podemos calcular el otro limite del siguiente modo

lm f(z) = lim Sm@@ = 1)

r—1+ r—1+ Inz
— lim sin(a(z — 1)) a(z — 1)
a—1t  alx —1) Inz
Con el cambio de variables y = z(z — 1) vemos que lim,_,; % = limy_o Smyﬂ
lado lim,_q fn—’j = 1, lo que se puede deducir del limite (mds conocido quizd) lim,_.q M

el cambio de variables z = x — 1. Luego

lim f(x) = a.

r—1t

Finalmente la continuidad de f en 1 es equivalente a lim,_,- f(x) = lim,_,1+ f(x) = f(1) lo que es

a su vez equivalente a

b(1 —a)? = a.
d) En vista de las partes anteriores debemos buscar a # 0, a # 1 tales que

1—a=bd® y b(1 —a)? = a.

Reemplazando 1 — a = ba? en la segunda ecuacién se obtiene b(ba?)? = a, luego b3a* = a. Dividiendo
por a (que suponemos distinto de cero) b3a® = 1 de donde ab = 1. Volviendo a la primera ecuacién

1—a:apor10quea:%yb:2.

Estudiemos primeramente la continuidad de f en 0, para lo cual conviene recordar que

lim [z] = -1 y lim [z] = 0.

z—0~ z—0t

En efecto, argumentando con sucesiones, si (x,) es una sucesion tal que x, — 0, z,, <0 Vn, vemos que

—1 < &, < 0 para n suficientemente grande por lo que [z,,] = —1. El otro limite es similar.
Utilizando los limites (2) vemos que

lim f(z) = lim [z]lz =(-1)-0=0,

z—0— z—0—

lim f(z) = lim [z]z =0-0=0,

z—0t z—0+
Como f(0) = 0 concluimos que f es continua en 0.

Similarmente a (2) tenemos
lim [z] =0 y lim [z] =

r—1— z—1+
Asi
lim f(z) = lim [z]lz =0-1=0# f(1) = 1.

r—1— rx—1

Esto muestra que f no es continua en 1.

a) 0.5 ptos. | El puntaje es por argumentar que sobre los intervalos anteriores

la funcioén es cociente, producto, suma, resta y composiciéon de funciones
continuas. Se tiene que mencionar que en el caso del cociente se estd
dividiendo por una funcién que no se anula.

b) y ¢) | 0.4 ptos. | por mencionar que la continuidad se puede establecer estudiando limites
laterales

1 pto. calcular correctamente los limites por la izquierda y por la derecha

(0.5 cada uno)

0.1 ptos. | plantear correctamente la ecuacién

d) 0.5 ptos. | por resolver correctamente
(ii) a) 1 pto. la continuidad en 0
1 pto. la continuidad en 1

= 1. Por otro




sint

T Y
lim;_,¢ y ademds identificar la estrategia correcta para el limite por la derecha en 1 (ver (1)). De los dos
puntos asignados a esta parte se sugiere:

Observaciones: Para los limites laterales en ib) e ic) se requiere conocer algunos limites bésicos: lim;_.¢o
In(1+t)
t

sint
t
In(1+4t¢)
t

0.5 por conocer lim;_.q
0.5 por conocer lim;_,q
0.5 por usar la continuidad de b(x — a)
0.5 por el resto (bésicamente hacer (1)).

2

P2.- Calcule los limites siguientes justificando apropiadamente (1 pto. cada uno):

. , sin(a+ h) — sin(a) . . sin(x) ... , cos(z)—1
@ i, h o e€R (i) lim T () Mm =S
V1+ze — /1 -z e 2n \"
. i Ca>0 PR T ( )
() Jim, e «>0 M) e 00 e\,

Pauta. (i)
m sin(a 4+ h) — sin(a) — lim sin(a) cos(h) 4 cos(a) sin(h) — sin(a)
h—0 h h—0 h
o cos(h) —1 sin(h)
= }lLli% sm(a)T + cos(a) -
Pero
. cos(hy—1 ., cos(h)—1, 1
fin G = i 0o
Gracias a esto y el limite limy,_.q &}Eh) = 1 obtenemos
lm sin(a + h) — sin(a) _ cos(a).
h—0
(ii) Mediante el cambio de variables h = z — 7 vemos que
lm sin(z) — lim sin(h + )
z—m T —x  h—0 —h
.. sin(h)
=R T
donde hemos utilizado el hecho que sin(a + 7) = —sin(a) Vo € R.
(iii)
. cos(z)—1 . cos(x)—1 a?
alzli% e —1 }:lg%) x2 er® —1° ®)
Recordemos que
, cos(z)—1 1
1 > =—=,
z—0 T 2

y observemos que haciendo h = 2,

2
lim —— = 1f =1
m%e”’z—l hli%eh—]. ’
por lo que
-1 1
Jim 5@ =1 _ L
z—0 e?" —1 2



(iv) Racionalizando encontramos

. V1+zt—/1T—2a° . VI+at—1—2% V1420 +/1—2a°
lim lim

r—0+ x° z—0+ x® VI+zt+ /1 — 20
) 1+2%—(1-2%
lim

z—0+ :Ca(\/l + % + \/1 — Ia)

y 2x%

= m

z—0+ :Ca(\/l + % + \/1 — Ia)
2

= lim .
a—0+ /14 29 + /1 —z°

(4)

Las funciones ¢1(z) = v/1+ 2% y g2(z) = /1 — 22 son continuas en [0,00) y [0, 1] respectivamente por
algebra y composicién de funciones continuas. El tnico punto delicado podria ser lim,_, g+ 2% = 0 cuando

a > 0. Esto se deduce por ejemplo de 0 < z¢ < /F

y del hecho (conocido) que z'/*

lim, ov1+4+2%=1m,; o+v1—2%=1y concluimos que

, V14 z%—/1T—2°
lim

z—0 e

=1

(v) FORMA 1: Utilizando la definicién de In(z) y la propiedades de la la exponencial

bim o1 = i exp (- s o)
= h’m1 exp(—z)

= 6717

gracias a la continuidad de la funcién exponencial.

FORMA 2: .
ln(x_ﬁ) = _ln(m) In(z) = —=.
Entonces
h'm1 ln(w_ﬁ) = h’m1 —r = —1.

De aqui se deduce que

, —__T ’ —__Z —

lim 2z~ ™7 = exp(lim In(z" ™7 )) = e 1.
r—1

r—1

(vi) FORMA 1:

3 2n \" , n 1\
lim ( ) = lim (1 — 7)
tim (1+ a—”)
n

n—oo

V0 < z < 1 donde k es un natural tal que % <a
es continua en [0,00), siendo la inversa de la funcién y — y*. Luego

donde a, = — 1%~ tiene limite —%. Es una propiedad usualmente vista en clases que en esta situacion

+

: an\" , 1
lim (1 + —) =exp( lim a,) =€ 2.
n

n—oo n—oo



FORMA 2: utilizando logaritmos y un cambio de variables
3 n n 3 2 1/x 1
lim ( ) = lim ( ) r=—
n—oo \1 4+ 2n z—0+ \x + 2 n
log(—2—-
= lim exp (g($+2)>
z—0t x

log(—2-
= exp ( lim M) (continuidad de exp(-))
x

z—0t
1 lo _2
=exp | lim — . §($+2)>
z—0+ T+ 2 2 1
’ 1 logt
= €eX — 11im - 11m
p z—0t x+2 t—1t—1

— 12

Puntaje.

(i) | 0.3 ptos. | por identificar y utilizar correctamente la buena identidad trigonométrica
0.3 ptos. | limy_.o % =0

0.4 ptos. | por el resto

(ii) | 0.6 ptos. | lo importante aqui es el cambio de variables
0.4 ptos. | por el resto

(iii) | 0.2 ptos. | reconocer el paso (3)

0.2 ptos. | lim,_o “=@=1
0.2 ptos. | lim;_,g etT;l
0.2 ptos. | lim,_.g el; L (reconocer el limite anterior y hacer el cambio de variables)

0.2 ptos. | por el resto

(iv) | 0.3 ptos. | por la idea de racionalizar

0.2 ptos. | por llegar a (4)

0.4 ptos. | por argumentar que lim, .ov1+z* =1

0.1 ptos. | por el resultado correcto

(v) | 0.5 ptos. | por la idea 2*) = £(*)1n()

0.5 ptos. | por argumentar que exp(~) es continua, y la respuesta correcta
(vi) | 0.5 ptos. | por llegar a la forma lim(1 + ;-)"

0.3 ptos. | por recordar/mencionar lim(1 + i)” = exp(lima,,)

0.2 ptos. | por el valor del limite

Observaciones: en (vi) se planted la pauta para la primera forma. Para la segunda el puntaje es aproximadamente
0.2 ptos. por cada paso en el desarrollo de esta pauta (son 6 pasos, por eso lo de aproximadamente).

P3.- (i) Sea f :[a,b] — R una funcién continua en [a, b].

a) (2 ptos.) Pruebe que existen z, T € [a, b] tales que

fla) < TOVHIE) Cpay vy e o)
b) (2 ptos.) Demuestre que dados x1, x5 € [a,b] cualesquiera existe 5 € [a, b] tal que
£(8) = f(m);f(m).

Indicacién: utilice los teoremas sobre funciones continuas en un intervalo [a, b].



(ii) (2 ptos.) Sea f: R — R una funcién que satisface:
flz) <0 Vx<O0,
f(x)y>1 Vz>0.
Pruebe que f no es continua en cero.

Pauta. (i) a) La idea es escoger x como el minimo de f y T como el méximo. En efecto, como f es continua en [a, b]
y [a,b] es un intervalo cerrado y acotado, f alcanza su minimo sobre [a,b], es decir, existe z € [a, b]
tal que

flz) < flz) Vo €la,b]. (5)

Del mismo modo f alcanza su maximo sobre [a, b], es decir existe T € [a, b] tal que

f(@) = flz) Vo elab] (6)

Ahora sean z1, x2 € [a,b]. Por la propiedad (5) tenemos que

fla) < (@) yflaz) < f(T)

y sumando

f@1) + f(w2)

5 < f(@).

Similarmente por (6)
flxr) = flz) yf(a2) = fla)

y sumando
f(l’l);f(@) > f(a).

b) Si x1, x2 € [a,b] por la parte anterior sabemos que al definir ¢ = W tenemos

flz) <e< f@).

Aplicando el teorema del valor intermedio a la funcién f sobre el intervalo [z,Z] si & < T y sobre el
intervalo [T, z] en caso contrario deducimos que existe § en este intervalo tal que f(3) = c.

(i) FORMA 1:
Si lim,_,o+ f(z) no existe entonces f no puede ser continua en 0. Analicemos el caso en que este limite
lateral existe. Entonces de la condicién f(x) > 1 para todo z > 0 deducimos que

lim f(z) > 1,

z—0t

pero f(0) <0 por lo que f no puede ser continua en 0.
FORMA 2: escogiendo la sucesién 1/n vemos que

tim 7 ()

o bien no existe, o si existe es mayor o igual que 1. Luego f no puede ser continua.

FORMA 3: eligiendo ¢ = 1/2 vemos que para todo 6 > 0 existe x con |z] < § (z = §/2 sirve) tal que
f(x) =1, es decir
|f(x) = f(0)] > e.

Puntaje.



(i) | a) | 0.6 ptos. | por elegir (o darse cuenta) que z y T son el minimo y méximo de f
0.6 ptos. | por argumentar, citando el teorema correcto, que el minimo y méximo
de f sobre [a, b] existen

0.8 ptos. | deducir las desigualdades que se pide

b) | 0.5 ptos. | por mencionar el teorema del valor intermedio

(y decir que f es continua, por lo que el teo. vale)

0.5 ptos. | por darse cuenta que conviene aplicar el teorema en [z, Z]

(en el caso z < T)

0.5 ptos. | por verificar que (f(z1) + f(x2))/2 estéd en el rango apropiado

(que es una de las hipétesis del teorema)

0.5 ptos. | por un argumento ordenado

(ii) 0.7 ptos. | por elegir una sucesién o un valor de € > 0 1til

1.3 ptos. | por el resto del argumento

Observaciones: en (ia) los puntos z y T tienen que ser minimo y méximo de f sobre [a, b] respectivamente.

En (ii) hay gran variedad de formas de argumentar. Por lo que el puntaje descrito anteriormente es una
sugerencia solamente.

De cualquier manera que se proceda es importante:
que esté presente la definicién de continuidad, o propiedades equivalentes a ella (1 pto.),

que la légica sea correcta (1 pto.).



P1. a)

b)
P2. a)
b)
P3. i)
if)
i)

Control 3 MA12A Calculo
Escuela de Ingenieria, FCFM, U. de Chile
Semestre 2005-1 (30 de Junio)

Considere la funcién definida por

z|?(1 — e*) sen L 1
f(x):{||(1 ysenl siz#£0

0 siz=0
i) Justifique porque f es continua Vz € IR — {0},Vf € IR. (1.0 pto.)
ii) Pruebe que si § > —1, entonces f es continua Vz € IR. (2.0 ptos.)
iii) Para § = —1, utilice la sucesién z,, = m para probar que f no es continua en
x = 0. Justifique. (1.0 pto.)
P fEil _ , ’ Zibz
Demuestre que ili% 4= =lIna,a > 0y tselo para calcular ili% m (2.0 ptos.)

Para la funcién f(z) = 1+ z e'/* encuentre
i) Su asintota oblicua. (1.5 ptos.)
i) (1) im f(x), (2) Hm+ f(z), (3) Asintotas verticales de f, si las hay. (1.5 ptos.)
z—0~ z—0
(Indicacién: Para (2) haga z = 1 y use e’ >t* Vt € R™)

iii) Demuestre que 3zg € [~2, 1] t.q. f(xo) = 0. Justifique. (1.0 pto.)
alzltsenmz o 0

Dada la funcién f(x) = x ST T #
b sizx=0

Calcule los limites laterales ll'm+ f(z)y lim f(x)y encuentre los valores de a y b para
z—0 z—0~

que f sea continua en x = 0. (2.0 ptos.)

Sean f y g funciones continuas en [a,b], a < by tales que f(a) # f(b), f(a) = —g(b) y
f(b) = —g(a).

Pruebe que Jzg € [a,b] t.q. f(z0) = —g(x0) y para f(z) = (z —a)" y g(x) = —(b—2)"
con n € IN — {0}, verifique que se cumplen las hipétesis anteriores y calcule, para este

caso, el valor de zg € [a, b] (3.0 ptos.)
Considere F'y G continuas en xg y tales que F'(z9) < G(xp).
Demuestre que 30 > 0 t.q. Vz € (g — d,20 +0), F(z) < G(x). (1.5 ptos.)
Si h(z) = 2% — 22 + x demuestre que 3 xo € IR tal que h(zo) = 10. Justifique

(1.5 ptos.)

TIEMPO: 3 horas.



Pauta Control #3 MA12A Calculo
Escuela de Ingenieria, FCFM, U. de Chile
Semestre 2005-1

El objetivo de esta pauta es orientar la correccion de los ayudantes y dar al alumno una guia de
estudio. Es responsabilidad del alumno tener una copia de esta pauta para el dia de la revisiéon de
su prueba. Esta se puede obtener en la pigina:

http://www.dim.uchile.cl/~Imella/MA12A html en formato ps o pdf.

Problema 1

a) Considere la funcién definida por

i)

i)

iii)

z|°(1 —e®)send siz#0
flx) = .

0 siz=0
Justifique porque f es continua Vz € IR — {0}, V3 € R.
f es continua en IR — {0} = (—00,0) U (0,00) porque en esos intervalos las funciones
||, e”,senx, 1/ son continuas y se puede aplicar los teoremas sobre algebra y composi-
cién de funciones continuas. Observar que en IR — {0},1/x o |z|?, 8 < 0, no anulan sus
denominales. (1.0 pto.)

Para 8 > —1, probar que f es continua en IR — {0}.
f es continua en IR — {0} para Vj3 € IR segun (i).
Para estudiar la continuidad en x = 0 calculamos

, R 1 _ 14 11— 1
ili% flz) = ili% {|z|P(1 —e®)seni} = ili?% {|m!ﬁ+ | T sen (7)} (1.0 pto.)
Observar que lim sen (l) no existe, pero sen (l) es acotada, ’sen ’ <k.
z—0 x x

Adem4s h’n% 1‘;71 — Flseginz - 0T ox — 0"y hn% |z|A+1 =0, si B4+ 1> 0 es decir
T— Jo—.

g>-1
En tal caso hm |z|P+1 1‘ —sen (1) = 0 1o que puede fundamentarse con

0 < [|z|+? 1|T sen< )’ < |afSHH2 ﬂ‘k
0 0
Como f(0) = 0 se concluye que f es continua en 0 si § > —1.
Es decir f es continua Vz € IR si > —1. (1.0 pto.)
Para g = —1, utilice la sucesion z,, = m para probar que f no es continua en

x = 0. Justifique.

La sucesién x,, = m — 0% cuando n — oo de modo que si f es continua en 0, debe
cumplirse que f(z,) — f(0) =0 (Para toda x, t.q. z, — 0).
Pero lim f(z,) = h’m \mn\*l(l —e*)sen(L) (B=-1)
e 1 1 een 1
nlLIIOlO |x | sen( n) = nlingo(Tn) sen(a) (0.5 ptos.)

en que |z,| = x, pués x, — 0F.
’ __pT
Pero lim 1=¢" = —1 cuando z,, — 0 y
n—oo n

lim sen(-) = lim sen(2nm + %) = lim (sen(3)) = 1.
n n—oo n—oo

n—od



Sigue que f(z,) — —1 con z,, — 0F.
Ast lim f(z,) =—1# f(0) =0.

Se concluye que f no es continua en 0 si g = —1. (0.5 ptos.)
;a1 _ . , 0% b
b) Demuestre que ili% — =Ina,a >0y tuselo para calcular :llil(l) In(ia)
T In a® z In a z ln a
lim <=1 = lim &~° =1 = Jjm &€= "= — ]fm ¢ L.lna
z—0 7 r—0 z—0 z z—0 T Ina
e Ina _ 1
Comozina—0 lim————Ina=lIna. (1.0 pto.)
zlna
—1
- - a®—1_ b1
lim 2= — gy @D=0=D n(itz) _ g,

L —= = en que lim
a0 n(+z) 70 In(1+z) x—0 L(?Lz) d z—0 T

. ;o a®—b® _ Ina—inb _
Sigue que ili% IZ(H_@ = ATl = ln(%). (1.0 pto.)




Problema 2
a) Para la funcién f(z) = 1+ ze'/*, encuentre

i) Su asintota oblicua.
La asintota oblicua es de la forma y = mx +n en que

m = lim @ = lim % = 1im (1 + e"/*) = 1, puesto que lim % = 0 entonces
Tr—00 Tr—00 T— 00 T— 00
el/* — e =1siz — oco. (0.5 ptos.)

Ademés n = lim (f(z) — mz) = lim ( + zellt — )

Tr—00 r—
= h’m [1 +z(e* —1)] =1+ lim e ; en que = — 0 entonces con
T—00

f:>n—1—i-hme*1 1+1=2.
—0 Y

Entonces la asmtota oblicua es (1.0 pto.)

ii) 1) lim f(z), 2) lim 3) Asintotas verticales, si las hay.
z—0~ x—07F

1) lim = lim (1+2ze/*)=1+0-0=1 (pués = — —o0 = el/* - 0). (0.5 ptos.)

z—0~ z—0~
2) 1f = lim (1+ae"/") =1+ lfm ze'/* =14 lim <.
)zi%l+f($) 1m( + ze /") +xi%1+$e +xfél— 7z
Sil/z=t entonces t — 00 cuando 33 — 0.
z z 1

Asi xli%l+ el/x = 15{3067 pero & > £ =t — oo. (0.7 ptos.)
De modo que f(z) — oo si z — 0+.
3) Existe asintota vertical x = 0 (eje OY") por lo anterior. (0.3 ptos.)

iii) Demuestre que Jz¢ € [—2, —1] t.q. f(zo) = 0.
En efecto, f es continua en [—2, —1] pués 1/z y e'/* lo son.
Ademds f(=2) =1—2e712=1- 2 = Y2 <0 (Ve<2)
yf(—l)zl—eilzl—%:%>0 (e>1) (0.5 ptos.)
Es decir f(—2)- f(—1) < 0. Entonces por TEO. Valor Intermedio 3x¢ € [—2, —1] tal que
f(.%'()) =0.

(0.5 ptos.)
alz|+sen T . 0
b) Dada la funcién f(z) = x ST v
b siz=0
Calcule los limites lim f(x) y lim f(z) y encuentre los valores de a y b para que f sea
xz—0+t z—0~

continua en x =0

lim f(x) = lim “ESNTE — iy [g 4 SBTL] — g 4 hm ST on que |z| = x pués z € RT.
z—0t+ z—0t z—0+t z—0

Ademds lim 522 = g7 |im 58I — 7.1 =7
z—0t 7 z—0t %
Entonces h’m+ f(z)=a+m. (0.5 ptos.)
z—0
lim f(z) = lm [=9EE50TL] — g 4 |fm 0T — g 4 7 (0.5 ptos.)
z—0~ z—0~ z—0~
en donde || = —z pués = € IR.

a+m=—a+m
a+m=>b
dedonde2a =0=a=0 A b=7x (1.0 pto.)

z—0+ rz—0~

Ademas, f es continua en 0 si lim f(x) = lim f(x) = f(0), es decir {




i)

ii)

iii)

Problema 3

Sean f, g funciones continuas en [a,b],a < b y tales que
fa) # f(b), fa) = —g(b), f(b) = —g(a).
Pruebe que 3zg € [a,b] t.q. f(xo) = —g(zo) y para f(z) = (z —a)” A g(z) = —(b—2x)"
con n € IN — {0}, verifique que se cumplen las hipétesis anteriores y calcule, para ese caso, el
valor de zg € [a,b].
Definamos la funcién H : [a,b] — IR por H(z) = f(z) + g(x).
H(x) es continua en [a, b] puesto que f y g lo son.
Ademds H(a) = f(a) +g(a) = f(a) = f(b)  (g(a) = —f(b) por hipotesis)
H(b) = f(b) + g(b) = /(b) — f(a)  (g(b) = —f(a) por hipotesis)
Entonces como f(a) # f(b), H(a)H(b) = —[f(a) — f(b)]? < 0. (1.0 pto.)
Entonces H es tal que es continua en [a,b] A H(a)- H(b) <0.
Asi por TEO del Valor Intermedio (También Teorema de las Raices)
dxg € [a,b] t.q. H(zo) = 0= f(z0) + g(xo) = 0.
Es decir 3z € [a,b] t.q. f(xo) = —g(z0). (1.0 pto.)
Ademss f(z) =(z—a)" = f(a)=0 A f(b)=(b—a)" #0= f(a)
9@) = —(b—a2)" = g(b) =0 A g(a) = —(b— )"
Entonces f(a) = 0= -0 = —g(b) A f(b) = —g(a) con lo cual se cumplen las hipotesis
originales.
Asi f(x9) = —g(xo) = en este caso, (xg —a)” = —[—(b — x0)"]
= (w0 —a)" = (b—z0)"/ ¢/~ = 20— a=b—x

b
xo = a—2i— € la,b] (1.0 pto.)

Considere F,G continuas en xq y tales que F(zg) < G(x).

Demuestre que 3§ > 0 t.q. Vo € (xg — d, 20 +0), F(x) < G(x).

Definamos H(z) = G(x) — H(x) continuas en xg puesto que G y F lo son.

Ademés, H(zo) = G(x¢) — H(x¢) > 0 por hipotesis. (0.5 ptos.)
Por propiedad puntual de las funciones continuas, 36 > 0 t.q. H(z) >0 Va € (z¢9—9,z0+0),
es decir H conserva el signo (H(zp) > 0) en una vecindad de xy.

Entonces 36 > 0 t.q. G(z) — F(z) >0 Vx € (xg—d, 20+ 0)

o bien 30 > 0 t.q. Vz € (zg — d,xz0+ ) F(z) < G(x). (1.0 pto.)
OBS. También puede abordarse con uso de sucesiones u, — xg A F(u,) < G(uy,) ... etc.

Si h(z) = 23 — 2% + 2 demuestre que Jz¢ € IR tal que h(xg) = 10. Justifique.

h(zx) es un polinomio y por lo tanto continua Vz € IR.

Por ejemplo h(2) =6 A h(3) =21 (0.5 ptos.)
Asi, h(2) < 10 < h(3).

Entonces, por TEO Valor Intermedio, [h(2), h(3)] es un intervalo, es decir, todo elemento de
el tiene preimagen por h en |2, 3].

Asi Jzg € [2,3] t.q. h(zo) = 10. (1.0 pto.)
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Ingenieria Matematica

FACULTAD DE CIENCIAS

FISICAS Y MATEMATICAS

UNIVERSIDAD DE CHILE

Introduccién al Céalculo. MA1001
Control 3

Sea f: A CIR — R una funcion definida por:

J(@) = 4= /2lal = 6

a) (1.0 pto) Demuestre que el dominio de f es A =[-11,—-3] U [3,11].

b

)

) (1.0 pto) Determine ceros, signos y paridad de la funcion.

¢) (1.5 ptos.) Determine los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la funcion.
)

d

(1.0 pto) Determine f(A), la imagen de f, y explique por qué la funcién no es inyectiva y no es epiyectiva

(sobreyectiva).
e) (1.0 pto) Determine el mayor intervalo I C A donde la funcion sea inyectiva y decreciente, de modo que la
restriccion
flp o — f(D)
x— f(x)

resulte ser biyectiva. Calcule la inversa de la funcion restringida.
f) (0.5 ptos.) Bosqueje el grafico de f basado en las partes anteriores.

a) (3 ptos.) Una persona mira desde el punto P el edificio AD de la figura, de modo que el angulo « que
subtienden los primeros pisos (AD)es igual al angulo que subtienden los altimos pisos (C'D). Si se conocen
a,b y ¢, pero no el angulo «a, encuentre la distancia z = PA en funcion de a,b y c.

Indicacion: tg(a) = &;tg(a + f) = “7“’;tg(2a +0) = 7“+£+C

D

C

B

P A

b) (3 ptos.) Determine la siguiente identidad:

1 1
cot(8) + cot(@) | ta(0) 1 (0)

+ sen(260) = sec(f) cosec(d)

Tiempo: 1:15 horas.



Ingenieria Matematica
FACULTAD DE CIENCIAS
FISICAS Y MATEMATICAS
UNIVERSIDAD DE CHILE
Introduccién al Céalculo. MA1001

Control 3
P1. Seaa € R,a > 0. Se define f : A — R por:

|z
V=
1.5 ptos.) Determine A = Dom(f) y f(A) = Im(f)

fz) =

a
b) (1.5 ptos.) Encuentre los ceros de f. Estudie paridad, inyectividad, epiyectividad, existencia de asintotas.

) (
) (

¢) (2.0 ptos) Demuestre que f: AN[0,00) — R es estrictamente creciente.
) (

d) (1.0 ptos) Realice un bosquejo de la funcion que ilustre todo lo calculado en los puntos anteriores.

P2. a) (4.0 ptos.) Una construccion de base cuadrada ABCD tiene los lados AB y C'D paralelos a las riberas de un
rio. Un observador que esta en la ribera del rio més lejana a la construcciéon, en la misma recta en la que esta
DA, halla que desde su posicion P el lado AB subtiende a su vista un angulo de 45°, y después de trasladarse
a metros por la ribera hasta una nueva posiciéon @, encuentra que desde ella el lado D A subtiende a su vista
1

un angulo cuyo seno es 3.

Demuestre que la longitud de cada lado de la base es %aﬂ

P Q

N

N
N 3

45 <Y

N
N

b) (2.0 ptos) Resuelva la ecuacion:

N =

sen(2z) cot(z) — sen?(z) =

Tiempo: 1:15 horas.
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Ingenieria Matematica
FACULTAD DE CIENCIAS
FISICAS Y MATEMATICAS
UNIVERSIDAD DE CHILE
Introduccién al Célculo 2018-1

Control 3

P1)
a) Demostrar las siguientes identidades
1) (1.5 ptos) cosec?(a) — cot?(a) — 2cot?(a) = 1

2 2
1) (1.5 ptos) cos®(a) + cos® (; + a) + cos? <;T - a) = -

b) (3.0 ptos) El cuadrado ABCD de la figura tiene el vertice A en el origen y su lado AB, de magnitud a, esta
inclinado con respecto al eje OX en un angulo a. Determine en funcién de a y « las coordenadas de los vértices
By D y demuestre que la ecuacion de la diagonal AC es

AC' : (sin(a) + cos(a))x + (sin(a) — cos(a))y =0

P2) Considere la funcion definida por

22 +2x—3
2 -1

flz) =
1) (3.0 ptos.) Determine: Dom(f), ceros, signos de f, asintotas y el conjunto imagen de f: I'm(f).
1) (2.0 ptos.) Demuestre que f es mondtona en Dom(f) N (—1,00) y en Dom(f) N (—o0,—1).

1) (1.0 pto.) Con los antecedentes de las partes anteriores, haga un grafico aproximado de f.

Tiempo: 1 hora 15 minutos.
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Soluciéon Control 3, MA1001 Introduccion al Caleulo
Escuela de Ingenierfa, FCFM, U. de Chile
Semestre 2007/1 (14 de Abril)

2 2
P1) Considere la elipse de ecuacidn i L
a
A(0,b). Por un punto P(zg, ) (con xp # 0) que se mueve sobre la elipse, se traza la
recta AP, la que corta al eje OX en Q.
Determine el lugar geométrico de la interseccidn de la recta OF (O es el origen) con
la recta vertical por ¢J.

= 1, donde 0 < b < a ¥ su punto superior

Solucion Alternativa 1: Sean M(a, ) las coordenadas de un punto cualquiera del

Lugar Geométrico buscado. En términos de ellas se tiene que Qa,0).
Por lo tanto, la recta AQ tiene por ecuacién oy = —bz + ba. 2 ,
La recta OM tiene por ecuacién: ay = Fr. L ERE O T
Intersectando las dos rectas se obtienen las coordenadas del punto Pr — 7 e

(7 + bz = bo
Cuando 3 # —b se puede caleular & como

bey
s B RRE . Q.>
ST . E -

St ademas, o # 0 se puede calcular ¥ como
- r 0
a4+ Tees s o il Lty
De este modo, en términos de a v 3, las coordenadas de P son

ba b
F(ﬁ+ﬁﬁ+b)'

| L/ b Ne T B8N

= eropror g(gn) n(s) -1 p A0
bz ; -

= a#£0 8£-by a—2a2+,ﬁz=ﬁ2+25ﬁ+hz

—

Ahora, se tiene que

M(e,8) € L.G.

2

a#0, f£—by %ﬂﬂngﬁ.g.b?

b b
= . —by R
aElils -ty fmane—5 10
Es decir la ecuacidn del lugar geométrico es ; i
b u. b TB

?;=Q-T — 3 x# 0. e TR

La ecuacién cuadritica corresponde a una pardbola de vértice (0, —2), eje de simetr fa
3 A

z =0, foco F(0, 2=} directriz D : gy = —
Esta pardbola pa.-aa por (Fa,0) dcmdv corta a la elipse.




=

El lugar geométrico es la pardbola bIN eﬁ vertlcg . J %

Solucién Alternativa 2 . St Tl
Sean (zp, yg) las coordenadas del punto P que se mueve sobre la elipse, donde zg # 0.
La ecuacién de la recta OP es: y = y—m N0y ‘_,

La ecuacién de la recta AP es: y = y" brx +b. /\ 3

La recta AP intersecta al eje OX en el punto de coordenadas TQ = iﬂ?ﬁ.ﬂn 1 A S

Notemos que como o # 0 entonces yp # b. i e d
La recta vertical por @ corta a la recta OP en el punto

M(bgfi*o’ b%{z’o)-

Es decir, el Lugar geométrico se encuentra en aquellos puntos de la forma
bz byo A
y=

b—yo’ T b—yo | .

[

con (Zg, o) en la elipse.

Eliminacién de zg, Yo:

Claramente de la expresién y(b — yo) = byo, se puede despejar o como
by

%= b+y ’

luego,
2

(b—10) = b

+Y i
- [
Y T bz /} i

:Eo:(b—ye)g: bty

Como (zg,yo) pertenece a la elipse, se tiene que

bz 2 by \?
( ) v+ (—) = a?h®
b+y b+y

Es decir, reordenando, la ecuacién del lugar geométrico es

y:i:ﬁ?—E x5 0

2a? 9
=3

La ecuacién cuadrética corresponde a una parébola de vértice (0, —g) eje de simetria ( s
z =0, foco F(0, 22, directriz D : y = — 252, f {O

Esta parabola pasa. por (+a,0) donde corta a la elipse.
El lugar geométrico es la pardbola SIN en vértice. g




P2) Estudie completamente la funcién real de variable real definida por la asignacién
T

Indique dominio, ceros, paridad, crecimiento, acotamiento, asintotas, conjunto ima-
gen y grafico aproximado. Ademds, encuentre la funcién inversa restringiendo apropi-
adamente el dominio y codominio si corresponde.

Solucién P2

Of 4 Dominio: R

0

C

3

k-:

~

Ceros: f(z) =0ssiz=0.

“—Paridad: B =g == —f(z). Luego la funcién es IMPAR.
Basta gon seguir estudiando f en R., donde vale:
T
f(x)_:c-kl Vz e Ry

|:_; . _.»\f
Q?t

R
1

" Crecimiento: Claramente si z > 0, se tiene que f(z) = ﬁ Como 1/z decrece en

R%, se tiene que 1+ 1/z decrece y por lo tanto f es creciente en RE.
~_Por simetria, f es estrictamente creciente en su dominio.

Acotamiento: Si z > 0 se tiene que ;77 < 1. Por lo anto por simetria, f es acotada
superiormente por 1 e inferiormente por —1.

' Asintotas: Si z > 0 tenemos que f(z) = %5 que corresponde a una funcién racional

)
“~~Conjunto Imagen: Resolvamos para z > 0 la ecuacién f(z) = y. Tenemos que

con asfntota horizontal y = 1. LA funcién racional tiene ademds asintota vertical en
z = —1 pero alli la férmula de f no es véalida.
Por simetria, cuando z < 0 la funcién tiene la asintota horizontal y = —1.

=50 A 3%1=y = >0 A z=gzy+y
y

< z20 N z2=—"—20
l—y
Vemos que z es despejable si y # 1. Ademads el despeje entrega = > 0 cuando T‘E_{; 20,
lo que corresponde a una inecuacién con solucién y € [0,1).
Por lo tanto, El conjunto imagen de f restringida a R. es [0,1).
Por simetria (imparidad), el conjunto imagen de toda la funcién es el intervalo (-1, 1).

Gréafico Aproximado:

Funcién Inversa: Como la funcién es estrictamente creciente en todo su dominio, es
inyectiva. Para que sea biyectiva, basta restringir el codominio al intervalo (—1,1).
Siye[0,1),f  y) = L (despeje de mds arriba). Siy € (—1,0] se debe despejar

de la férmula para x < 0, obteniéndose f™(y) = ...




En una linea:

f_l(y) = I:EE{—" Vy -~ (_11 1)



P.1) Considere la funcién real de variable real definida por la ley f(x) =

Control 3, MA1001 Introduccion al Calculo
Departamento de Ingenieria Matematica, FCFM, U. de Chile
Semestre 2008/1 (26 de Abril)

2z
1= af

a) (2.0 ptos.) Encuentre Dominio, ceros y paridad de f.

Solucion

Dominio: z € Dom (f) ssi 1 — |z| # 0. Esto ltimo ocurre ssi ¢ {—1,1}. Por lo tanto

Ceros: f(x) =0 ssi 2z = 0. Es decir, la funcién tiene su ceroen . =0. ................

2(—x) 2z
1—|a|

Paridad: f(—z) = )]~

—f(z). Por lo tanto la funcién es impar. .

b) (2.0 ptos.) Determine asintotas verticales y horizontales de f.

Indicacion: Analice la funcion en Ry y use simetrias.

Solucion
- 2z . . . )
En R la funcién es f(x) = 17—, due tiene una asintota vertical en z = 1 y una asintota
—x
horizontal a la altura y = — 2. ... .
Por imparidad, se deduce que todas las asintotas verticales de f estanenz=—-1yx =1

(Los puntos fuera del dominio).

Todas las asintotas horizontales son y =2 en Ry y ademas y = —2en R_. .............

deducir que f restringida al dominio (—1,1) es epiyectiva en R.

c) (2.0 ptos.) Demuestre que Vy > 0 existe x € (0, 1) tal que y = f(x). Use este resultado para

Solucion

Dado y > 0 veamos si existe z € (0,1) tal que f(z) =y.

y = f(z)ssiy= 2L ssi (1—x)y:2xssiy:(2+y)xssia::ﬁ. ....................

Esta tltima ecuacién tiene solucién para todo y > 0. Ademads su solucién € (0, 1) ya que
U< Y 2

Este resultado dice que f((O, 1)) = R%.. Por imparidad resulta que f((—l, 0)) =R* y por
lo tanto f((—1,1)) = R. oot




P.2) En la figura, OAC es un tridngulo recténgulo en C'y B es un punto interno del lado AC.
A

C

=
Si se conocen solamente los largos de los trazos OA y OB (que valen a y b respectivamente) y
el angulo o formado entre ellos, se desea calcular el largo ¢ del trazo OC.

Para ello introduzca el angulo auxiliar ¢ y realice lo siguiente:

a) (2.5 ptos.) Use los triangulos OAC y OBC' para escribir dos expresiones del lado ¢ en
términos de a, b, ¢ v a + . Use estas expresiones para demostrar que

Solucién

En el tridngulo OAC se tiene que £ = acos(@ + ). ..ot
En el tridngulo OBC se tiene que £ = DCOS (0 .. ovnii ittt 0.5 ptos.

Igualando estas expresiones se tiene que

bcosp = acos(a+ ) = ACOSACOS P — ASENLAUSEIL (D« v veee e e et 1.0 ptos.

Despejando se obtiene que (a cos a—b) cos ¢ = asen asen ¢, de donde se obtiene la relacién

Pedida. e 0.5 ptos.

b) (1.5 ptos.) Si x,p y q son reales tales que tgx = 1—?, demuestre que
q

_ldl
|cosz| = —
VDT tq
Solucion
. p 2 2 2 2 2 (2
Sitgx = = entonces p = qtgx y por lo tanto p* + ¢ = ¢°(1 +tg°x) = g°secz ........ -().5 ptos.
q

Con esto, /P2 4+ q% = |q[SeCm|. . i
1 . ., .
p se obtiene la relacién pedida. ...... 0.5 ptos.

Despejando de aqui y recordando que secz =
cos




c) (2.0 ptos.) Usando los resultados anteriores, deduzca que
B absen «
Va2 + b2 — 2abcosa

Solucion

acosa—b
asenco

Como ya sabemos que ¢ = bcos , tgp = usando la parte (b) se tiene que
absen

V/(acosa —b)2 + (asena)?

........................................................................................

Desarrollando el cuadrado del denominador y usando que cos? a + sen? a = 1 se obtiene
el resultado pedido.

! =

) absen o
"~ Va2 £ b2 —2abcosar

........................................................................................




Ingenieria Matematica
FACULTAD DE CIENCIAS
FISICAS Y MATEMATICAS
UNIVERSIDAD DE CHILE
Introduccién al Calculo 09-1

Control 3

P1. Para las constantes A, B,C € R, con A > B se definen las funciones reales f, g, h, en todo =z € R, como

P2. Cousidere la funcion f definida por f(x) =

sigue:

f(z) =Acos®(x) + Bsen?(z) — 2C sen(z) cos(z)

g(z) =Asen?(x) + B cos*(x) + 2C sen(x) cos(z)

h(z) =(A — B)sen(z) cos(z) + C(cos?(z) — sen?(z)).
Se pide:

(i) (1,5 ptos.) Probar que si C' = 0, h alcanza su valor maximo para x = kr + %, k € Z.

(ii) (1,5 ptos.) Demostrar que el conjunto de los ceros de h es

{x € R/ tan(2z) — B2_C A}

(iii) (3,0 ptos.) Demostrar que Vo € R los puntos P(f(z),h(z)) y Q(g(z), —h(z)) conservan una dis-
tancia constante entre ellos y que el punto medio del trazo PQ es un punto fijo.

Se pide:

:62 1°
(i) (2,0 ptos.) Encontrar dominio, ceros, signos, paridad y asintotas de todo tipo.

(ii) (2,0 ptos.) Demostrar que Va1, x2 € Dom(f)

(2171 — 2172)(1 + .fEl.fEQ)
(2 =125 — 1)

Use este resultado para estudiar el crecimiento de f indicando en qué intervalos esta funcion es
creciente y en cuales decreciente.

f(x2) = f(z1) =

(iii) (1,0 pto.) Calcule f((1,00)) y pruebe que la funcion

Fr(1,00) — f((1,00))
T f (z) := f(x)
es biyectiva y determine su inversa.

(iv) (1,0 pto.) Bosqueje el grafico de f.

25 de abril de 2009
Sin consultas
Tiempo: 1:15 hrs.
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ingenieria Matematica
FACULTAD DE CIENCIAS

FISICAS Y MATEMATICAS
UNIVERSIDAD DE CHILE

. MA1001 Introduccion al Calculo 10-1

Control 3

P1.

(a) (3.0 ptos.) Determinar el valor de cosz, para = € (-’21, 7), sabiendo que Yy € R se verifica la igualdad
seny + sen(z — y) + sen(2z + y) = sen(z +y) + sen(2z — y)

(b) (3.0 ptos.) Demuestre que en el tridngulo ABC' de la figura, rectdngulo en C, con catetos a, b, hipotenusa
a

¢y angulos agudos o y 8, se verifica que: sec(2f) +tg(20) = —{—Z

C . a B
L B
/ //
b ///’
¢
//
a
L
A

P2. Considere la funcién f definida por: f(z) = ;,fr‘m-l
(i) (2.0 ptos.) Encontrar dominio, ceros, paridad, signos de f y asintotas de todo tipo.

(i1) (2.0 ptos.) Estudie el crecimiento de f indicando, si corresponde, en que intervalos la funcién es creciente
y en cuales decreciente.
AN con e
(iii) (1.0 pto.) Caleule f((1,c0)) y pruebe que la funcién
& Lec

Fr(t,00) = £((1,00))
z — flo)=fx)

(iv) (1.0 pto.) Bosqueje el grafico de f.

es biyectiva y determine su inversa .

Tiempo: 1.15 horas.



Ingenieria Matematica
FACULTAD DE CIENCIAS

FISICAS Y MATEMATICAS
UNIVERSIDAD DE CHILE

MA1001 Introduccion al Célculo 10-1

Pauta Control 3

P1.

(a) Yy € R se verifica sen y +sen(z —y)+sen(2z+y) = sen(z+y)+sen(2z —y). Desarrollando y cancelando

Sen y-+sen r-eosP—sen Y Cos T-+Sen 2£-€0S J+Sen Y cos 2T = sen T-eosT+Ssen i COs T-+Sen 22€0S §—Ssen y cos 2

(1.0 puntos)

queda seny — 2senycosx + 2seny cos 2z = 0
entonces seny(2cos 2z —2cosx + 1) = 0 se cumple Vy € R, en particular si seny # 0, con lo cual
2cos2z —2cosx +1=0=2(2cos?z — 1) —2cosz +1=0 (1.0 puntos)

de donde 4cos®?x —2cosz — 1 = 0.

Resolviendo cos ¢ = 2EVATI6 _ 2426 _ 146
g g 1

Para x € (%, 7) se concluye que cosz = 1*f“‘/g(< 0) (1.0 puntos)

sz ‘ s . __ a+b
(b) Demostrar que en el tridngulo rectangulo (en C) de la figura se verifica que: sec(28) + tg(28) = 27

sen(2 1+sen(2 n
En efecto, sec(20) +t9(28) = iy + Cos(zg) = ios(Q(ﬁ)ﬁ) - 1452;‘382/;?15[3 (1.0 puntos)
Del triangulo sen g = % ycosf =12
. _ 142b.e 2494
Sigue que sec(28) + tg(28) = ST T e (1.0 puntos)
LA
y 2 =a? + b2,
. a?+b%242a a+b a+b)?
Ast, sec(2f3) 4 tg(28) = QaQtIEaJ{-ﬁz-bg) = iQib; = (a-(i-bJ)r(a)—b)‘
Se concluye sec(2, 8) + tg(28) = Z—flg (1.0 puntos)
P2. La funcién esté definida por: f(z) = e
(i) Dominio ceros, paridad, signos de f y asintotas.
Dominio: R — {-1,0,1} = (—o00,—-1) U (—=1,0) U (0,1) U (1, 00) (0.4 puntos)
Ceros: f no tiene ceros (0 ¢ Dom f) (0.2 puntos)
Paridad: f(—z) = (—x);f|—:v\ = —$2f|w| = —f(z), entonces f es funcién impar y por lo tanto simétrica
con respecto al origen. (0.4 puntos)
Signos: bastara estudiar los signos de f en R" — {1} donde f(z) = “— = —L-. Asi, para z € (0, 1),
f(z) < 0y para x € (1,00), f(x) > 0. Por la imparidad, para « € (—oo,—1), f(x) < 0 y para
xz € (—1,0), f(x) > 0. (0.6 puntos)
Asintotas: Presenta asintotas verticales x =1y z = —1
y asintota horizontal y = 0 (Eje 0X). (0.4 puntos)



(i)

(iii)

Como f es impar, bastara estudiar crecimientos en R — {1}.

Sean x1,x9 € (0,1) C0n$1<:172éx171<x271<0:\
l—21>1-2>0= -~ <q L — 11 > 11 es decir f(x1) > f(z2).
En consecuencia f decrece en (0 1) y decrece en ( 1,0).

Paraml,zge(loo)conx1<$2:>0<3:171<x271éx1 > =
es decir f(x1) > f(x2), por lo tanto, f decrece en (1,00) y en (— —1)

J((1,00)): Siw € (1,00), f(z) = =g > 0y = =1 es asintota vertical,
por lo tanto f((1, oo)) = (0, oo)
Ast, f:(1,00) = f((1,00)) = (0,

z = f@)=f(2).

f es por definicién sobreyectiva.
También f es inyectiva. Sean x1,x2 € (1,00) tales que
f(@1) = f(z2) = ,.1_1 = o1 7 T1 = 22

Z1

Se concluye que f es biyectiva y admite inversa f~'(z) tal que
(fofV(z)=1id(x) =21
=z, de donde f‘l(a:) = % 41 = 2+l

x

: 1
Sigue que Tl
Gréfico de f

tendencias asintoticas

grafico completo

(1.2 puntos)

(0.8 puntos)

(0.3 puntos)

(0.2 puntos)

(0.3 puntos)

(0.5 puntos)
(0.5 puntos)



Control 3, MA-1001 Introduccion al calculo
Escuela de Ingenieria, FCFM, U. de Chile
Semestre 2011/1 (25 de Abril)

Nota: El control tiene dos problemas independientes. Cada uno se califica con nota entre 1.0 y 7.0, redondeada
a un decimal, que se obtiene por la formula N = 1.0 4+ P, donde P es el puntaje obtenido el cada problema.
Algunas partes tienen su puntaje indicado en paréntesis.

Problema 1
a) (2ptos.) Demuestre que Va, 3 € R se cumple

cos?(B3) — se2n(oz) = cos(a — f3) cos(a + ).

b) (4ptos.) Demuestre que si «, § € (0, %) son dos angulos que satisfacen la relacién

sen(2a)  sen(20)

2cosa)  2cosf)

entonces se tiene que o + § = %

Indicacion: Puede usar(a) donde corresponda.

Problema 2
Considere la funcién f : R — R definida por:

x
jz] =1

[z]V1—22 si|z| <1,

donde [z] denota a la parte entera de x (sélo se usa para |z| < 1).

si|z] > 1

fz) =

Se pide:

a) Estudie el crecimiento de f por separado en los intervalos [—1,0) y [0, 1].

b) Estudie el crecimiento de f por separado en los intervalos (1,00) y (—oo, —1).
¢) Demuestre que Vz € (1,00) se cumple f(z) > 1.

d) Encuentre Asintotas de todo tipo de f.

e) Indique paridad, ceros e inyectividad de f.

f) Usando lo anterior, indique Im(f) y grafique f esquematicamente, indicando los puntos impor-
tantes.



Control 3, MA-1001 Introduccién al calculo
Escuela de Ingenieria, FCFM, U. de Chile
Semestre 2011/1 (25 de Abril)

Problema 1
a) (2ptos.) Demuestre que Vo, 5 € R se cumple

cos*(B) — sgn(a) = cos(a — ) cos(a + ().

b) (4ptos.) Demuestre que si a, 3 € (O ’T) son dos angulos que satisfacen la relacién

'3
sen(2a)  sen(20)
2cosar) * 2cosf3)

entonces se tiene que a + 8 = 7.

Solucién
(a) Sabemos que

cos(a — ) = cos(a)cos(B) + sen(a) sen(S)

Multiplicando ambas expresiones queda:
cos(a — f)cos(a + ) = cos?(a)cos?(B) — sén(a) sén(6)
= (1~ sén(a)) cos*(8) — sén(a) sén(3)
= cos?(8) — sen(a) ( cos?(8) + sén(3))

2

(b)

Si se cumple la relacién entonces:

2senacosasena  2senfcosfBsen3

2cosa 2cos(

Es decir:

Ordenando queda:

Usando la parte (a) la igualdad anterior se puede escribir como:

Aqui el producto es cero ssi alguno de sus términos es cero. Es decir

Como «, 8 € (0,7/2) entonces a — B € (—7/2,7/2) y a+ 3 € (0,7).
En esos intervalos cos solo se anula en 7/2, por lo tanto solo es posible que

cos(a + 3) = cos(a)cos(f) —sen(a)sen() ................

= cos?(B) —sen(@) ...

2 2
sena+senﬂ N

2
C082 ﬁ —sena = 0. i e

cos(a — B)cos(a+B)=0. ... ...

cos(a —fB)=0Vecos(a+0B)=0. .......................

a+B=T/20




Problema 2
Considere la funcién f : R — R definida por:
x

fa) =4 !
[z]vV1—2? siz| <1,

donde [z] denota a la parte entera de x (sélo se usa para |z| < 1).
Se pide:

si|z| > 1

a) Estudie el crecimiento de f por separado en los intervalos [—1,0) y [0, 1].

b) Estudie el crecimiento de f por separado en los intervalos (1,00) y (—oo, —1).
c) Demuestre que Vz € (1,00) se cumple f(z) > 1.

d) Encuentre Asintotas de todo tipo de f.

e) Indique paridad, ceros e inyectividad de f.

f) Usando lo anterior, indique Im(f) y grafique f esqueméticamente, indicando los puntos impor-

tantes.

Solucion

(a) En [—1,0) se tiene que [z] = —1, luego la funcién aqui vale f(z) = —v/1 — z2. Esta funcién es
decreciente en este intervalo. ...... ... .
En [0, 1) se tiene que [z] = 0, luego la funcién aqui vale f(z) = 0. Ademds, en = 1 la raiz es cero.
Esta funcidén es creciente y decreciente (constante) en este intervalo. ...........................

(b) En (1, 00) la funcién vale f(x) = -%5 que corresponde a una funcién racional. Es claro que ella
decrece desde su asintota vertical hasta la horizontal. Sin embargo (no es necesario para tener el

puntaje), se puede hacer el siguiente calculo: si 1 < z; < x2 se tiene que

_ o ® o m (@ —m)
fa) = f@) = o - S = e oD <

De donde se obtiene el mismo resultado. ...

Como la funcién restringida a (—oo, —1) U (1, +00) es impar, resulta ser decreciente en (—oo, —1)

(c) Formalmente se tiene que en (1, 00):

flx)—1= —1= > 0.

(También puede argumentarse que la funcién decrece hacia su asintota horizontal y = 1.)

(d) Las asintotas corresponden a la parte racional de la funcién:

Verticales: @ = d] oo
Horizontales: y =+1 (y=+lenl,00) yy=—len (—00,—1). ...ooiiiiiiiiiiiiiiiiiia...

(e) La funcién no es par ni impar ya que en [0, 1] es constantemente cero y en [1,0] no. .........

En [0, 1] la funcién es constantemente cero. Son parte de sus ceros. En [—1,0) f(z) = —V1 — a2 =
solo para x = —1. En el resto del dominio la funcién es racional no nula.

Ceros(£)={—1F U [0, 1]. oo e

La funcién no es inyectiva por tener mas de Un CeTO. .........uvuuurttteeenieeenaieeennannn.

.

0.4 ptos.

0.3 ptos.




() En [0,1] f(z)=0 ........
En [-1,0) f([-1,0)) = (-1,0]
En (1,00) f((1,00)) = (1, 00)

En (—00, —1) f((—00,=1)) = (m00, = 1)ttt

Gréfico:

..................................................................

0.2 ptos.

0.1 ptos.
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P1. Sea f: A C R - R la funcién definida por: f(a;) e }i: —3 Se pide:

(i) (1,0 pto.) Determine A = Dom(f), ceros, signos y paridad
(ii) (0,5 ptos.) Determine asintotas verticales y horizaontales, si es que existen.

(iif) (1,5 ptos.) Determinetosintervalos de crecimiento y decrecimiento de f (puede aprovechar la paridad, si
la hay). i

(1v) (1,5 ptos.) Determine f(A), la imagen de A por f, y explique por qué f no es inyectiva ni sobreyectiva.

(v) (1,0 pto.) Encuentre un subconjunto B de A tal que f|p : B — f(B) sea biyectiva y determine explicita-
mente su inversa.

(vi) (0,5 ptos.) Bosqueje el grafico de f (use la informacion obtenida).
P2, a (i) (1,0 pto.) Demuestre la identidad
Va e R, sen*(q)+4cos? (@) = (1 + cos®(@))?
(i) (2,0 ptos.) Use (i) para probar la identidad
(v/semi(a) T oo (a) — cos(2a))? = cos*(a) -+ 4sen?(a).

b (3,0 ptos.) En la figura se tienen dos postes verticales cuyas alturas son AD = ay BE = b. Desde
el punto C, ubicado en el trazo AB que une los pies de los postes, ambos se ven con un angulo de
elevacion a y desde el punto F del plano horizontal tal que £ZB FA = 7/2 los angulos de elevacion de
los postes BE y AD son 8 y 7 respectivamente. Demostrar que

a? cot?(v) + b2 cot?(B) = (a + b)? cot?(av).

E
,//

' N

Consultas solo al auxiliar
Justifique cada uno de sus pasos
Tiempo: 1:15
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Control 3

P1. (a) (3,0 ptos.) Sean «, 3 € (—g, %)

(i) Demuestre que
sen(a — 3)
cos(a) cos(3)

(ii) Use (i) para probar que tan(x) es estrictamente creciente en (—g, %)

tan(a) — tan(f8) =

(b) (3,0 ptos.) El tridngulo ABC' de la figura tiene lados «a, b, ¢, angulos interiores «, 3,7 y area A.

Demuestre que a?sen(2f3) + b? sen(2a) = 4A.

P2. (a) (4,0 ptos.) Estudie completamente las funciones

fl@)=a+42+3 vy g(@)=

indicando en cada caso (si corresponde): dominio, ceros, intersecciones con eje OY', imagen, pari-
dad, asintotas, crecimiento y grafico.

(b) (2,0 ptos.) Usando la informacion obtenida en (a), grafique la funcion h definida por

(22 44013 siz<0
h(z) = { [ﬁ] si 0 < ax <1 (parte entera)
LL six>1

r—2

Justifique cada uno de sus pasos
Tiempo: 1:15
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P1. (i) (3,0 ptos.) Pruebe que
(Vz,y € R)(cos(z +y) = 0 = sen(x + 2y) = sen(x)).

(ii) (3,0 ptos.) Recuerde que Vz,y € R se cumplen las relaciones

r—y
2

+yc0sx_y
2

senx + seny = 2sen cos

x
cosx + cosy = 2cos

Demuestre que, si en un tridngulo de angulos interiores «, 3, se verifica que, sena + sen § =
cos a4 cos 3, entonces el tridngulo es rectangulo.

P2. (a) Analice la funcién dad por z — f(x) = \/% determinando:

(i) (1,0 pto.) Dom(f), signos de f y ceros de f.

(ii) (1,0 pto.) Asintotas horizontales y verticales, si las hay.
(iii) (1,0 pto.) Intervalos donde f es creciente y/o decreciente.
(iv) (1,0 pto.) Conjunto imagen. Bosqueje el grafico de f.

(b) (2,0 ptos.) Considere la funcion x — g(x) = [z] + [—z], donde [z] es la funcion parte entera de x.

Determine Dom(g), conjunto imagen de g, ceros de g e indique si g es una funciéon par o impar.
Bosqueje el grafico de g.

Consultas sélo al auxiliar de control
Justifique cada uno de sus pasos
Tiempo: 1:15
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