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P1. (a) Demuestre que

+y ) >4

Indique qué axiomas o propiedades del orden estd utilizando.

Ve, y €R, z,y >0, (z —|—y)(:v_1

i) Demuestre que

2
VzeR, >0, 22+ >3
X

Hint: Analice el producto (x — 1)%(z + 2).
ii) Demuestre que, para a,b € R, a,b > 0, se tiene:

Hint: Utilice la parte anterior.

Solucion:

a® + 2b° > 3ab®.

(a) Para demostrar, ocuparemos la desigualdad 2% +y? > 22y (se deja como ejercicio para el lector
demostrarla, o bien recordar su demostracién vista en clases), que se cumple Vz,y € R. La
idea es tomar una de las dos componentes de la desigualdad, y llegar a la otra. Partiendo por

el lado izquierdo, se tiene:
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i) Siguiendo el hint, notemos que (x — 1) > 0, Vo € R, y por lo tanto, sigue siéndolo para

! (Desigualdad Mencionada)
—4m

x> 0. Ademds, (z + 2) > 0 en estas circunstancias. Asi, podemos concluir que

(x —1)*(x +2) >0, Vo > 0.

Desarrollando esta desigualdad, tenemos:

(z—12%z+2)>0 <

I

(x—1)(xz—1)(xz+2)>0

(z? =224+ 1)(z+2) >0

22 +922% — 222 —dx+x+2>0
® —3r+2>0

22 —3x+2+32 >0+ 32
22 +2> 3z

(Propiedad (%))

2
z? 4 ~ >3.m (Propiedad (x))

Demostraciéon en la que se ocuparon las siguientes propiedades:
(¥x) Ve,yeR YaeR z>y=zx4+a>y+a
(¥) Vz,yeR, Va>0,z2>y=2>1%



ii) Lo encontrado en la parte anterior vale Yz > 0, consideremos entonces = de la forma
a

x = 3, con a,b > 0. Reemplazando, obtenemos:
(9)2+3>3 P /) ab? >0
b T b2 a

=
< a®+20° > 3ab’.m
P2. (a) Sea A el conjunto solucién de la inecuacién |z| < |x — 1| y sea B el conjunto solucién de la
inecuacién |4z — 2| > z(1 — 2x).
i) Resuelva las inecuaciones, esto es, determine A y B.
ii) Calcule AUB, AN B.

(b) Resuelva la inecuacién:

|z — 2]+ |22 + 11| - 1
(z =2z +|z—2|] 2

(c) Encuentre el conjunto solucién de la inecuacién
|? + 3x| + 2|z + 3| + 22 > 7T+ |1 + 2.
(d) Encuentre el conjunto solucién de la siguiente inecuacién

2
|z 23:—|—1|<1.
|22 — 3z +2| —

(e) Encuentre el conjunto solucién de la inecuacién

|z? — 22| + x|z + 3| > 3.

Solucion:

(a) i) Comencemos buscando A, notemos que los puntos criticos de esta inecuacién son & = 0
y x = 1. Siendo asi, consideremos los siguientes intervalos, y estudiemos la inecuacién en
cada uno de ellos:

o z € (—00,0]

lz| <Jz—1] & —az<-—-z+1
< 0<1

Por lo tanto, la solucién de la inecuacion en este intervalo es el conjunto definido por
A =RnN(—00,0] = (—o0,0].
o z€(0,1]

lz] < |z -1 & az<—-z+1
& 2z<1

Lo que implica que aqui, la solucién es Ay = (—oo, %] N (0,1] = (0, 5]
o zc(1,00)

lz| < |z -1 & az<z-1
& 0< -1

Lo que tiene como conjunto solucién a Az = ¢ N (1,00) = ¢

Finalmente, la solucién global de la inecuacién es A = A; U Ay U A3 = (—o0, 1].



Buscando ahora al conjunto B, comencemos notando que el inico punto critico de la
inecuacién es x = % Asi, separemos el estudio en los siguientes intervalos:

ez €(—00,1)

[z —2| > z(1-22) < 2—4dx>z(1—2x)
& 2(1-2z)>z(1—22)
S 2>z

Donde el tltimo paso es véalido, ya que 1 — 2z > 0 en el intervalo estudiado. Asi, la
solucién encontrada es By = (—00,2) N (—00, ) = (—o0, 3).
e z€(3,00)

|4z — 2| > z(1 — 2z) dr — 2> (1 —2x)
22z — 1) > z(1 — 2z)
22z —1) > —z(2x — 1)
2> —x

-2<z

I

Notar que 2x — 1 > 0 en este intervalo, por lo que pudimos cancelar el término sin dar
vuelta la desigualdad. Asi, obtenemos By = (—2,00) N (3,00) = (§,00).
Descartamos la posibilidad z = %, ya que de ser asi, obtendriamos 0 > 0, lo que jamas
es cierto. Se concluye que B = B; UB, =R\ {1}.

ii) Directamente, tenemos:

AUB = (—oo,%]U]R\{%}:R.
ANB = (foo,%]ﬁ]l%\{%}:(—oo,%).

(b) Comencemos reduciendo el problema, dejando sélo una fraccién:

|z — 2| + |2z + 11|
<

1 |z — 2|+ 22+ 11] 1
(x=2)|z+|z—-2| 2

--<0
(x=2)|z+]z—2| 2
2x — 2|+ 2122 + 11| — (z — 2)|z + |z — 2|| -

2(x — 2)|x + |z — 2||

=

0

Notemos ahora que los puntos criticos de la inecuacién son =z = 2, z = %11 Siendo asi,

estudiémosla en los siguientes intervalos:

o z € (—00, 1)

|z —2|4+ 22+ 11 1 22—2)+2(—2z—11) — (z — 2)|z + 2 — x|
<= < <0
(x=2)z+]z—-2|] 2 2(x — 2)|x — x + 2
4—-2x —4x —22+4 -2z
< <0
4z — 8
- —8x—14<0
4z — 8

& —8r—14>0

& r< —
4
Donde se impuso que el numerador fuera positivo, ya que el denominador es siempre
negativo en el intervalo estudiado.
-7

Se concluye que la solucién aqui es S; = (—o0, L) N (—o0, =) = (—o0, 31).



A= (%11,2)

|z — 2|+ [2c+11] 1 22 —2)+2Q2z+11) — (x — 2)|z — z + 2
<z & <0
(x—=2)x+]z—2|] 2 2(x —2)|z —z +2||
4—-2x+4r+22+4 -2
< <0
4z — 8
30
< <0
4z — 8
< 30>0
De donde concluimos que S = RN (51,2) = (54, 2).
o 1z € (2,00)

-2 2 11 1 2(x —2) 4+ 2(2 11) = (x = 2)(2z — 2
o4zt il 1 2w - 420w 411 - (@ -2)@r-2)
(x—=2)z+]z—2| 2 2(x —2)(2z — 2)

2x74+4x+2272z2+2x+4z74<0
4(x—2)(x—1)

9222 + 120+ 22 <0
2 —6x—-7>0
(z—T)(x+1)>0

toe¢ 0

De donde se concluye que S5 = [(—oo, —1) U (7,00)] N (2, 00) = (7, 00).

Notemos que x = 2 indefine la fraccién, por lo que no puede ser incluido en la solucién

final, y tenemos el caso contrario para r = %11 (ejercicio para el lector verificarlo).

Asi, la solucién global es S = 51U So U Sz U {31} = (—00,2) U (7,00).

(c) Al ver la inecuacién propuesta, notamos que |1 + 22| = 1+ 22, Va € R. Asi, obtenemos:

|z + 32| + x|z + 3| + 2% > 7+ 1+ 22
|v2 + 32| + x|z +3| > 8

|||z + 3| + x|z + 3| > 8
(|| + z)|lx + 3| > 8

|22 + 3z| + 2|z + 3| + 2% > 7+ |1 + 27|

=
=
=
=

Inecuacién que tiene como puntos criticos a ¢ = 0, x = —3.

o z € (—00,—3)
(lz| + )|z +3]>8 < 0>8

Lo que no tiene solucién en este intervalo, vale decir, S1 = ¢ N (—o0, —3) = ¢.
e z € (-3,0)

(lz| +z)|lz+3]>8 & 0>38

Lo que tampoco tiene solucién, vale decir, So = ¢ N (—3,0) = ¢.
e z € (0,00)

(lz|+x)|x+3]>8 < 2z(zx+3)>8
& 222 462-8>0
& 2243x-4>0

& (z+4)(xz—-1)>0

Intervalo en el que s encontramos solucién, y es Sz = {(—o0, —4]U[1, 00) }N(0, c0) = [1, 00).

De esta forma, y verificando que ningtin punto critico puede ser incluido, se concluye que
stlLJSQUSg = [1,00)



(d) Reescribamos la inecuacién planteada, de la siguiente forma:
2 _ _ _
|z 2$+1|§1 |z — 1|z 1|§1
|22 — 3z + 2| | — 1]z — 2

Escrito asi, podemos concluir en forma automatica que x debe ser distinto de 1 y de 2, por lo
que podemos simplificar la expresion, y concluir que nuestro problema es equivalente a:

o — 1] < |z -2,
inecuacion que tiene como puntos criticos a x = 1 y x = 2. Realizando el andlisis ya conocido:
o z € (—o0,1)
e —1<|z—-2 & 1l—-z<2-z
& 1<2
Obtenemos que el conjunto solucién es S; = RN (—o0,1) = (—o0, 1).
o z€(1,2)

le—1<|z-2 & z2—-1<2-z

Aqui, las soluciones estdn en Sy = (—oo, 3] N (1,2) = (1, 2].
oz € (2,00)

e -1 <|z—-2 & x—-1<zx-2
& —-1<-2

Se concluye que S3 = ¢ N (2,00) = ¢.
Finalmente, como ya fueron descartados los puntos criticos, S = S; U Sy US3 = (—o0, g] \ {1}.
(e) Reescribamos la inecuacién de la siguiente forma:
|z — 22| + x|z + 3| >3 < |z||v — 2| + x|z + 3] > 3.
Asi, observamos que los puntos criticos son © = —3, = 0 y x = 2. Aplicando el método
conocido para resolver:
o r € (—00,—3)
|z|jlz = 2|+ x|z +3| >3 & —zx2—-—z)+z(—2z—-3)>3

& 2422 —22—3x>3
& —br>3

& < 3
< —=
-5

Asf, S1 = (=00, —=2] N (=00, —3) = (—o0, —3).
e € (-3,0)

||| — 2| + x|z + 3| >3 —z(2—2)+xz(x+3) >3
x4+ +2°+3x>3

224+ 2-3>0
3
2(x—|—§)(x—1)20

¢t o0

De esta forma, el conjunto solucién es Sy = {(—o00, —3] U [1,00)} N (=3,0) = (=3, —3].



o z€(0,2)

|z|jlx — 2|+ x|z +3] >3 & z2—2)+x(x+3)>3

& 2x—x2+x2+3x23
& br>3
=4 :U>§

-5

Concluimos que S3 = [2,00) N (0,2) = [2,2).
e 1 € (2,00)

|z||le = 2|+ zjz+3| >3 < z(z—2)+x(x+3)>3

& 22-20+422+32>3
o 22 4+2-3>0

3
& 2(3:—|—§)(:c—1) >0

Llegando asf, a Sy = {(—o00, =3] U [1,00)} N (2, 00) = (2, 00).

Analizando los puntos criticos de forma separada, notamos que debemos agregar a las solu-

ciones los valores © = —3 y & = 2, obteniendo la solucién global:
3 3
S = Sl U Sg @] S3 U S4 U {—3,2} = (—OO7 —i] U [5, OO)



