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a) (3.0 ptos) Considere dos circunferencias, C; y Co. La primera tiene su centro en el origen y un radio de 1,

5 . e z — : I=
mientras que la segunda tiene su centro en (2,1) y un radio de r. Demuestre que si 1 + r = /5, entonces

Cy y Cy tienen exactamente un punto de interseccion.
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Introduccién al Célculo MA1001-2023-2

Control 1

P1. a) (3.0 ptos) Sean a,b y ¢ nimeros reales positivos. Usando los axiomas y propiedades de cuerpo y de orden
de los nuimeros reales pruebe que

8-a-b-c<(a+b)-(a+c) (b+¢)

Solucidén: Al expandir el lado derecho de la desigualdad tenemos:

(a+b)-(a+c)-(b+c)=((a+b)-(a+¢c))-(b+c) (Asoc. )
—(a-a+a-c+b-a+b-c)-(b+c) (Dist. -)
=a-a-(b+c)+a-c-(b+c)+b-a-(b+c)+b-c-(b+c) (Dist. )

=a®> b+a® c+P-a+b?-a+b® - a+b-c+P-b+2-a-b-c

donde se ha utilizado
1° la definicién de a?, b2, ¢ v 2.
2° (Conm. -), (Conm +), (Neutro -) y (Dist. -).

Ahora, usando (Conm. +) y (Dist. ) vamos a obtener

(a+b)-(at+ec)-(b+c)=0*+c*)-a+(a®>+c)-b+(*+a®) - c+2-a-b-c (1)

(1.5 pts)

Como

P+c2>2-b-c
a2+c222~a~c

¥+a2>2-b-aq,

(0.5 pts)

incorporando las ultimas desigualdades en (1), y teniendo en cuenta que a,b y ¢ son ndmeros reales
positivos, se deduce que
(a+b)-(a+c)-(b+c)>2-b-cca+2-a-¢c-b+2-b-a-c+2-a-b-c
=2-a-b-c+2-a-b-c+2-a-b-c+2-a-b-c
=8-a-b-c,

que es lo que queriamos demostrar. (1.0 pto)




b) (3.0 ptos) Resuelva la inecuacién |z? — 2x| + z|z + 3| > 3.

Solucién: Como en la inecuacién aparecen las expresiones |v2 — 2z|, | + 3|, notamos que

i) 22 —2x >0siysélosiz <0OVaz > 2.
En efecto,

22— 922 >0 — x(x—2) > 0.
Y esto ocurre cuando
(x>0 A 2—2>0) V (<0 A z—2<0).

En el primer caso

x>0 A z2>2.
Es decir, en el primer caso vamos a tener que = € [2, +00). En el segundo caso,

r<0 A x<2.
Es decir, en el segundo caso o € (—oo,0]. En resumen, 22 — 2z > 0 para

x € (—00,0] U [2, +00).

(0.4 pts)
i) +3>0siysdlosiz>—3.

Teniendo en cuenta la informacién precedente, el comportamiento de los dos médulos dependerd del
rango en que se encuentra z, el cual estd dado por:

< -3 —3<x<0 O<z<?2 x> 2
|22 — 27] r? — 2z r? —2r 27 — x2 r? —2x
|z + 3 —z—3 z+3 z+3 z+3

A continuacion, separamos el andlisis en los cuatro casos.

Caso 1: z < —3. En este caso |22 — 22| = 22 — 2z y |z + 3| = —z — 3, por lo tanto la inecuacién queda
2 — 2z +x(—x —3) >3,
0 equivalentemente
22— 22 — 22 — 3z > 3.

Cancelando términos semejantes llegamos a la inecuacion

—5x > 3,
es decir,
- 3
r< ——.
- 5

(0.4 pts)




Como la condicién x < —3, es més restrictiva que la dltima condicién, obtenemos el conjunto solucién
(—o00, —3).

(0.2 pts)
Caso 2: =3 < z < 0. En este caso |22 — 2z| = 22 — 2z y |z + 3| = = + 3, por lo tanto la inecuacién
queda

z? — 2z +z(z +3) > 3.
Esto equivale a
202+ -3>0 < (z—1)(2x+3) >0,

(0.2 pts)
donde en el dltimo paso hemos utilizado que

(22)? 4+ 22 — 6 _ (2z + 3)(2z — 2)'

222 —-3=
x° +x ) 9

Ahora,
(z—1)2z+3)>0 <= (z—1>0 A 2¢4+3>0) V (z—1<0 A 224+3<0).

En el primer caso

x>1 A xZ—g.

Es decir, en el primer caso vamos a tener que z € [1,400). En el segundo caso,

3
<1 A ngi.

Es decir, en el segundo caso z € (—o0, —2]. En resumen, (z — 1)(2z + 3) > 0 cuando
x € (—o00, —3/2] U1, +00).

(0.2 pts)
Asi, en este caso el conjunto solucién es

[~3,0] N ((—00, —3/2] U [1, +00)) = [=3,—3/2].

(0.2 pts)
Caso 3: 0 < 2 < 2. En este caso |22 —2z| = 2z —2? y |+ 3| = 2+ 3, por lo tanto la inecuacién original
queda

2z — 2® + z(z +3) > 3,
o equivalentemente

2x—x2+x2+3x23.
Cancelando términos semejantes llegamos a la inecuacién

Sx > 3,




esto es,

T > §
)
(0.4 pts)
Luego, en este caso el conjunto solucién es
(0,2) N [3/5,+00) = [3/5,2).
(0.2 pts)

Caso 4: > 2. En este caso |22 — 22| = 2% — 2z y |z + 3| = 2 + 3, por lo tanto la inecuacién queda
172—21:+x(x+3) > 3.
Cancelando términos semejantes llegamos a la inecuacion
22+ —3> 0,
y por lo visto en el Caso 2, tenemos que

x € (—o00,—3/2] U1, +00),

(0.2 pts).
Asi, en este caso el conjunto solucién es
(0.2 pts)
Finalmente, el conjunto solucién global es la unién de los conjuntos encontrados para cada caso, esto
es
(=00, —3) U[=3,—3/2] U[3/5,2) U[2,00) = (=00, —3/2] U [3/5, +-00).
(0.4 pts)

P2. a) (3.0 ptos) Considere dos circunferencias, C; y C2. La primera tiene su centro en el origen y un radio de 1,
mientras que la segunda tiene su centro en (2,1) y un radio de r. Demuestre que si 1 + 7 = /5, entonces
C1 y Cs tienen exactamente un punto de interseccién.

Solucién: Un punto que debe cumplir ambas ecuaciones de las circunferencias es aquel que satisface
las siguientes condiciones:

x2_|_y2:17
(2= 2+ (y—1) =12

(0.4 pts)
Restando estas dos ecuaciones, obtenemos:

—dr4+4—2y+1=r2—1.




b)

De donde podemos despejar la variable y:

T2

=-2 33— —.
Y a8 = 5

(0.3 pts)
Dado que hemos establecido que 7 = v/5 — 1, podemos calcular r? como:

r2=(56-12=5-2v5+1=2(3—V5).
Asi, la ecuacion de la recta en la que deben estar los puntos comunes a ambas circunferencias es:
y=—2z+ 5.

(0.3 pts)
Notamos que de esta ecuacion se deduce que, si dos puntos estan en ambas circunferencias y tienen la
misma coordenada z, entonces sus coordenadas y también son iguales. Ademads, podemos reemplazar
esta ultima ecuacién en la ecuacion de Cy:

2?4+ (—2z +v5)2 =1.

(0.7 pts)
Simplificando la expresién anterior, obtenemos:

522 — 45z + 4 = 0.

(0.3 pts)
Esta es una ecuacién cuadrética que tiene una unica solucién si y solo si el discriminante (A) es igual
a cero. El discriminante se calcula como:

A =b? — 4dac,
donde a = 5, b = —44/5, y ¢ = 4. Calculamos el discriminante:
A=(—4V5)2—-4.5-4=80—-80=0.

(0.7 pts)
Por lo tanto, esta ecuacién tiene una tnica solucion. Esta solucion corresponde a la abscisa z del punto

en comun de ambas circunferencias, y podemos determinar su ordenada y utilizando la ecuacién de la
recta y = —2x + /5. (0.3 pts)

0 ptos) Un punto P = (z,y) se mueve de modo que las pendientes de las rectas que lo unen a los puntos

(3.
A= (a,0)y A" = (—a,0) tienen un producto constante negativo. Caracterice el lugar geométrico del punto
P.

Solucién: Sean A = (a,0), A’ = (—a,0) los puntos dados y P = (z,y) un punto del lugar geométrico.
Entonces las rectas que unen el punto P con los puntos A y A’ tienen pendientes

~y—=0 ~y—=0
Mmpx = ymﬁ_w—i—a'

r—a

(0.7 pts)
Como el producto de las pendientes que conectan el punto P = (z,y) con los puntos A y A’ es una
constante negativa, podemos expresar esta relacién de la siguiente manera:

mezx -Mygy = —6C




(0.8 pts)
donde ¢ es una constante positiva. Asi pues,

(5) ) = @

y al desarrollar el lado izquierdo de la igualdad anterior

y vy \_ ¢
Tz —a z+a x2 —a?’

Luego, incorporando esto en (2) podemos continuar simplificando esta expresién, obteniendo que

2 2
x
¥
a ca
(1.0 pto)
En consecuencia, el lugar geométrico pedido es una elipse centrada en el origen (0, 0) y tiene como dos
de sus vértices a los puntos Ay A'. (0.5 pts)

3
x4+ 2

P3. Considere la funcién f: R — R dada por f(z) = /1 —

a) (2.0 ptos) Determine el dominio y los ceros de f.

Solucién: El dominio de esta funcién queda definido por

3 3
D = R|1————> —— €eR
om (f) {:176 | .7;‘+2_0/\.TC+2€ }

3
= R|1———>0A —2
{a:e | —— a8 £ }
z—1
= R| —>0A —2;.
{:CE |x+2_ x # }

Como

1
x+220 e 197-1>0 A 2+2>0 V 2)z-1<0 A z+2<0,
X

en el primer caso, se tiene que
xr>1 N x> —2.

Es decir, en el primer caso tenemos z € [1,+00). En el segundo caso
<1 A < -2

Es decir, en el segundo caso tenemos x € (—oo, —2). Por lo tanto

Dom (f) = (=00, —2) U[1,400).




(1.2 pts)
Los ceros de esta funcién corresponden a los elementos z € Dom (f) tales que f (z) = 0. En este caso,

se aprecia que

3 x—1
=0&4/1— =0& =
f (=) T+ 2 x+ 2

Entonces, = 1 es el tinico cero de la funcién. (0.8 pts)

0.

(1.0 pto) Analice la paridad de esta funcién.

Solucién: Sea x € Dom (f). Entonces, f (—x) =4/1 — % Luego, f (—z) = f () si y solo si

¢p 3:¢_3
2—x T+ 2
3 3
2—x T+ 2

lo cual es cierto si y solo si x = 0. Como no se cumple en todo el dominio, entonces la funcién no puede
ser par. (0.6 pts)

Andlogamente, f(—x) = —f (x) si y solo si
=i
2=ae T + 2
3 3
1-— 1— = 0.
\/ 2—x+\/ T+ 2
3 3
C 1——— 1-—
Omo\/ 2z y\/ T+ 2

anulan. Asi,

son no negativas, su suma es 0 si y solo si ambas cantidades se

2—x T+ 2

fleg)=—1@) & 1- o = \fi- S —oer=1rm= 1

lo cual es una contradiccién. Entonces, esta funcién no puede ser impar. (0.4 pts)

(1.0 pto) Determine los intervalos donde esta funcién es creciente o decreciente, segin corresponda.

Solucién: En primer lugar, la funcién es creciente en (—oo, —2). En efecto, sean z,y € (—o0, —2), con
z < y. Entonces,

r<y&sr+2<y+2<0
3 3

ya que la funcién raiz cuadrada es creciente en su dominio. (0.6 pts)

De forma anéloga, se prueba que f es creciente en [1,+00). Sin embargo, la funcién no es creciente en




todo su dominio, ya que

f(=3)=2>0=f(1). (0.4 pts)

d) (1.0 pto) Calcule f([1,2]).

Solucién: Se tiene que

F(1,2)) ={f(x) [ = €Dom(f)NnL,2]}
={f(@) | ze[1,2]}.

Si z € [1, 2], entonces

3 3 3 3
- = < < =1
4 242 z+27 1+2
3
0=1-1<1- Ll====
- T+2 4
0<4/1— 5 <1
- zT+2 = 2
Asi, f(x) € [0,1/2]. Por ende, f([1,2]) C [0,1/2]. (0.7 pts)

Luego, si y € [0,1/2], entonces la ecuacién f (z) = y posee solucién para algun z € [1,2]. En efecto,

3 2
7x+27y
3
1—92 =
g T+ 2
3
w2 = 7
3 292 +1
T = —2:
1—92 1—92

de donde se puede apreciar que x € [1,2]. Luego, [0,1/2] C f ([1,2]). En conclusidn,

F([1,2]) = [0,1/2].
(0.3 pts)

(1.0 pto) Dibuje un bosquejo de la grafica de f que represente sus respuestas de las partes anteriores.

Solucién: El bosquejo debe considerar el dominio (0.4 pts), ceros (0.2 pts) y monotonia (0.4 pts)
de la funcién de acuerdo a las respuestas de las partes anteriores.




Duracién: 3h.
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Introduccién al Algebra MA1101-2022-2

Control 1

P1. a) (2,0 pts.) Determine el valor de verdad de las proposiciones p1, p2, ps, p4 ¥ ps sabiendo que la proposicién

(prAp2) = [(p1 <= D3) = (PaV (P2 Aps))]

es falsa.

Solucién:
Primera forma (analizando directamente el hecho de que implicancia es falsa):

Como esta proposicién es una implicancia, solo puede ser falsa cuando la hipétesis es verdadera y la
conclusién es falsa. Se obtiene entonces que

PLAp: <=V yque [(pp < P3) = (PaV (p2/Aps))] < F.

(0,5 pts. por identificar que la proposicién p; Aps debe ser verdadera y que la proposicién
[(p1 <= P3) — (P2 V (p2 A ps))] debe ser falsa)

De la primera proposicion, obtenemos que p; <= V y que po <= V, ya que estas dos proposiciones
estdn conectadas con un y légico (0,3 pts. por identificar p; y p2 deben ser verdaderas).

Por otro lado, la segunda proposicién es nuevamente una implicancia y, como es falsa, deducimos que
su hipétesis debe ser verdadera y su conclusién debe ser falsa. Esto es, se tiene que

(mm <= p3) <= V yque (pzV(p2Aps)) < F.

(0,5 pts. por identificar que la proposicién (p1 <= P3) y que la proposicién (pzV (p2Aps))
debe ser falsa)

Ahora, la primera de estas proposiciones dice que las proposiciones p; y p3 tienen el mismo valor de
verdad. Como p; es verdadera, concluimos que p3 también es verdadera, y, asi, que ps es falsa (0,3
pts. por identificar que ps debe ser falsa).

Por otro lado, la segunda de estas proposiciones consiste en dos proposiciones conectadas por un o
logico, y es falsa. Esto significa que ambas proposiciones deben ser falsas, de donde se infiere que py es
falsa y que pa A ps también es falsa. Concluimos asi que py es verdadera y, como ya sabemos que py es
verdadera, que ps es falsa (0,4 pts. por identificar que p, debe ser verdadera y que ps debe
ser falsa).

En resumen, los valores de verdad de las proposiciones p1, p2, ps3, p4 ¥ Ps son:

p =V
p2 =V
p3 = F
py =V
ps <— F.

Segunda forma (analizando que la negacion de la proposicion es verdadera):
Calculemos la negacién de la proposicién




(p1Ap2) = [(p1 <= P3) = (P1V (P2 ADps))] (Negar la proposicion)

= (mAp2) V1 = P3) = (P1V (p2 A ps))]

(Caracterizacién de la implicancia — 0,1 pts.)
— P ApsA(p1 <= p3) = D1V (p2 ADps)) (Leyes de De Morgan — 0,1 pts.)
< p1ApaA(p1 <= p3) = (Da2V (p2 ADs)) (Doble negacién — 0,1 pts.)
<~ p1Ap2A(p1 <= D3)V (P2 V (p2 Aps)) (Caracterizacién de la implicancia — 0,1 pts.)
< p1ApaA(p1 < D3)ADPaV (p2 Aps) (Leyes de De Morgan — 0,1 pts.)
< p1ApaA(p1 <= P3)AD1V (p2 ADs) (Doble negacién — 0,1 pts.)
— pi AP A(p1 < 73)ADiA (p2 Aps) (Leyes de De Morgan — 0,1 pts.)
< piADP2A(p1 < 73) ApsA (p2 Aps) (Doble Negacién — 0,1 pts.)
< p1ApaA(p1 < P3) Aps A (P2 V D5) (Leyes de De Morgan — 0,1 pts.)

Ahora podemos analizar el hecho de que esta proposicion final es verdadera. Como consiste en varias
proposiciones unidas por y légicos, necesariamente cada una de estas proposiciones mas simples son
verdaderas. Concluimos entonces que

pp =V
py =V
(p1 = p3) =V
p4<:>V
(P2Vps) — V.

(0,5 pts. por identificar que cada una de las proposiciones mds simples debe ser verdadera)

De la tercera proposicién, concluimos que p; y p3 tienen el mismo valor de verdad. Como p; es
verdadera, concluimos que p3 es falsa (0,3 pts. por identificar ps debe ser falsa). Similarmente,
de la dltima proposicién concluimos que alguna de las proposiciones py o ps; es verdadera. Como la
segunda proposicién muestra que Py es falsa, concluimos que ps es verdadera. Asi, ps es falsa (0,3 pts.
por identificar ps debe ser falsa). En resumen, obtuvimos que

p =V
pe — V
ps < F
py =V
ps <— F.

b) Determine el valor de verdad de las siguientes proposiciones. Justifique.
i) (1,0 pts.) Ve e RY, Iy e RY, o —y <O0.

Solucién: La proposicién dice que, dado cualquier nimero real positivo z, existe un nimero real
positivo y tal que la resta x — y es negativa. Esta proposicion es verdadera, como demostraremos
a continuacion.

Primera forma (directa): Sea x € R*.. Tomemos y = 2z, que cumple y € R% (0,5 pts. por elegir
un valor apropiado de y). Luego,

g = = @ = 2 = =45,




por lo que x —y = —x < 0, ya que x € R} (0,5 pts. por demostrar que la eleccién de y
funciona). Esto demuestra que la proposicién es verdadera.

Segunda forma (Demostrando que la negacion es falsa):
La negacion de esta proposicion es

VeeRY, yeRi, 2-y<0 <= Jr ek}, VyeR}, 2 -y >0.

(0,3 pts. por calcular la negacién de la proposicién)
Demostraremos por contradiccién que esta proposicion es falsa. Supongamos que es verdadera y
sea € R que satisface la proposicién. Entonces, dado cualquier y € R, deberia cumplirse que
xr —y > 0. Tomemos y = 2z, que cumple y € R} (0,3 pts. por elegir un valor apropiado de
y). Asi,

r—y=x—2x = —uz,
por lo que z —y = —x < 0, ya que z € R} (0,3 pts. por demostrar que la eleccién de y

lleva a « — y < 0). Esto contradice la suposicién, por lo que la proposicién negada es falsa. Asi,
la proposicién original es verdadera (0,1 pts. por concluir).

ii) (1,0 pts.) Iy e RY, Vo e R, x —y < 0.

Solucién: La proposicién dice que existe un nimero real positivo y fijo tal que, dado cualquier
nimero real positivo z, siempre se tiene que la resta x — y es negativa. Esta proposicién es falsa,
como demostraremos a continuacion.

Primera forma (por contradiccion): Supongamos por contradiccion que la proposicién es verdadera
(0,1 pts. por enunciar la contradiccién). Sea y € R tal que, para todo = € R, se tiene que
x—y <0 (0,2 pts. por tomar un valor de y que satisface la proposicién). En particular,
esta proposicién es vélida tomando = =y, ya que cumple z € R* (0,3 pts. por elegir un valor
apropiado de x). Tenemos entonces

r—y=y—y=0,

lo que muestra que x —y = 0 > 0 (0,2 pts. por demostrar que la eleccién de x lleva a
x — y > 0). Esto es una contradiccién, porque estamos suponiendo que z —y < 0 (0,2 pts. por
notar que esto contradice la hipétesis). Por lo tanto, la proposicién es falsa.

Sequnda forma (demostrando que la negacidn es verdadera): La negacién de la proposicién es

JyeR,, VzeRY, 2 —y<0 <= WeR], JxzcR}, 22—y >0.

(0,3 pts. por calcular la negacién de la proposicién)

Demostraremos que esta proposicién es verdadera. Sea y € R (0,1 pts. por tomar un valor
arbitrario de y). Debemos encontrar x € R tal que # —y > 0. Tomemos = = y, que pertenece
a R% (0,3 pts. por elegir un valor apropiado de x). Luego,

r—y=y—y=0,

que cumple que z —y = 0 > 0 (0,2 pts. por demostrar que la eleccién de x funciona). Esto
demuestra que la proposicién negada es verdadera. Asi, la proposicién original es falsa (0,1 pts.
por concluir).

iii) (1,0 pts.) Vz € R}, Vy e R%, . —y < 0.

Solucién: La proposicién dice que, dados nimeros reales positivos & e y cualesquiera, su resta
x — y siempre sera negativa. Esta proposicion es falsa, como demostraremos a continuacion.

Primera forma (dando un contraejemplo): Como la proposicién solo tiene cuantificadores “para



P2.

todo”, basta dar un contraejemplo para demostrar que es falsa. Tomemos z =1 e y = 1 (0,5 pts.
por elegir valores apropiados de x e y). Luego, z — y = 0 no cumple  — y < 0, por lo que la
proposicién es falsa (0,5 pts. por notar que estos valores no cumplen z — y < 0).

Sequnda forma (demostrando que la negacidn es verdadera): La negacién de la proposicién es

VeeRL, VyeRy, 2—-y<0 <= xR}, yeR}, 2 -y >0.

(0,3 pts. por calcular la negacién de la proposicién)
Para ver que esta proposicién es verdadera, basta exhibir valores de z € R} ey € R} con z—y > 0.
Por ejemplo, podemos tomar z = 1 e y = 1 (0,3 pts. por elegir valores apropiados de x e
y), que cumplen que

r—y=1-1=0

que cumple que z—y = 0 > 0 (0,3 pts. por notar que la eleccién de « e y lleva a x —y > 0).
Concluimos que la proposicién negada es verdadera, por lo que la proposicién original es falsa (0,1
pts. por concluir).

iv) (1,0pts.) Iz e Ry, Iy e Ry, z —y <O0.

Solucién: La proposicién dice que existen numeros reales positivos x e y fijos tales que su resta
x — y es negativa. Esta proposicion es verdadera, como demostraremos a continuacion.

Primera forma (exhibiendo ejemplos): Basta mostrar ejemplos explicitos de nimeros reales posi-
tivos = e y tales que z — y < 0. Podemos tomar x = 1 e y = 2 (0,5 pts. por elegir valores
apropiados de x e y), por lo que

w=y=1=2==I

que cumple que x —y = —1 < 0 (0,5 pts. por notar que la eleccién de = e y lleva a
x — y < 0). Esto muestra que la proposicién es verdadera.

Segunda forma (mostrando que la negacion es falsa): La negacién de la proposicién es:

dzeRi, JycRL, 2 —y<0 < VzecR,, VycR}, -y >0.

(0,3 pts. por calcular la negacién de la proposicién)
Demostraremos que esta proposicién es falsa dando un contraejemplo. Sean z = 1 e y = 2 (0,3
pts. por elegir valores apropiados de x e y). Luego,

m=g=1l=2==l

que cumple que z —y = —1 < 0 (0,3 pts. por notar que la eleccién de = e y lleva a
x — y < 0). Obtenemos que la proposicién negada es falsa, por lo que la proposicién original es
verdadera (0,1 pts. por concluir).

Indicacién: Recuerde que R es el conjunto de los reales estrictamente positivos, por lo que, en particular,
0¢Ry.

a) (3,0 pts.) Demuestre por induccién que 8 - 7 — 14 es divisible por 21, para todo n > 1.

Solucion:

Caso base: El caso base ocurre con n = 1 (0,2 pts. por identificar el caso base). En este caso,
tenemos que

8- 7" —14=8-7' —14=8-7—14 =56 — 14 = 49.

(0,4 pts. por demostrar que 8 - 7" — 14 = 42)
Como 42 = 2 - 21 es divisible por 21, tenemos que el caso base se cumple (0,4 pts. por notar que




42 =2.21).

Paso inductivo: Sea n > 1. Supongamos que 8 - 7" — 14 es divisible por 21, es decir, que existe ¢ € N
tal que 8- 7" — 14 = 21q. Esta es la hipétesis inductiva (H.I.) (0,5 pts. por identificar la hipétesis
inductiva)

Debemos demostrar que 8 - 7°+! — 14 es divisible por 21. Tenemos que

8.7"tl1 _14=8.7.-7""—-14 (7"t =7.7" — 0,1 pts.)
=8-7-T"—14+7-14—-7-14 (Sumar y restar 7 - 14 — 0,1 pts.)
=7(8-7T"—14) - 144714 (Factorizar — 0,1 pts.)
=7-21g—14+7-14 (H.I. - 0,5 pts.)
=7-21g+14(7-1) (Factorizar — 0,1 pts.)
=7-21g+21 -4 (14(7—1)=21-4 - 0,1 pts.)
=21(7q +4) (Factorizar — 0,1 pts.)

Asi, llegamos a que 8 - 7! — 14 se puede escribir como 217, con r € N dado por r = 7q + 4 (0,2 pts.
por observar que 8- 7"t1 — 14 = 21(7q + 4)). Esto muestra que 8 - 7" — 14 es divisible por 21,
lo que concluye el paso inductivo (0,2 pts. por concluir).

b) (3,0 pts.) Sea C' € R con C # 1. Considere la recurrencia dada por ag = 0,a1 = 1y a,, = (C—1)ap—1+Cap_o
para todo n > 2. Demuestre por induccién que, para todo n > 0, se tiene que

c+1

Ap =

Solucién:
Caso base: El caso base ocurre con n =0y con n =1 (0,2 pts. por identificar los casos bases).
En el primer caso, con n = 0, se tiene que ag = 0 por definicién (0,1 pts. por notar que ag = 0).

Ademis,
cr—(-1)" _ C'—(-1)® 1-1 .
c+1  C+1  C+1 7
lo que muestra que la férmula es vdlida en este caso (0,3 pts. por calcular %_1__11)” =0).

En el segundo caso, con n = 1, se tiene que a; = 1 por definicién (0,1 pts. por notar que a; = 1).
Ademas,
c"—(-1)" Cl— (-1t _C—(-1) C+1 o
c+1  C+1  C+1 C+1 7

lo que muestra que la férmula también es vélida en este caso (0,3 pts. por calcular %4__11)” =1).

Paso inductivo: Sea n > 1. Supongamos que

Ck _ (—l)k

=TT

para todo 0 < k < n. Esta es la hipdtesis inductiva (H.I.), ya que estamos usando induccién fuerte
(0,5 pts. por identificar la hipdtesis inductiva).

Debemos demostrar que
Cn-‘,—l _ (_1)n+1

Sl = C+1

Por definicién, tenemos que
apt1 = (C —1Day + Cap_q.

(0,3 pts. por usar la definicién de a,1).




Usando la hipétesis inductiva (con k =n y con k =n — 1, que satisfacen 0 < k < n), obtenemos que
any1=(C—1)- Cn(;i—&(—_ll)n s CnilC?—i(-_ll)nil (1. 0.5 pts.
_(Cc-nen- (—1)2 j: 10(0"‘1 - (=" (Juntar términos — 0,1 pts.)
Il ) e % Z i—ll)" +C" - 01" (Expandir — 0,1 pts.)
_ (ctl 4 (=) — (C(*lg;rlc(*l)n*l)) +(C"-Cm) (Reordenar — 0,1 pts.)
_ % (C(=D)"+C(=1)"1)) =0y (C" ~C™) =0 - 0,2 pts.)
S (0=~ 02 pis)
Esto concluye el paso inductivo.

P3. Sea E un conjunto de referencia y sean X,Y,Z C E.

a) (3,0 pts.) Demuestre que
X\(XNYNZ)=(X\Y)U(X\2).

Solucién:

Primera forma (por dlgebra de conjuntos empezando de la izquierda): Tenemos que

X\(XNYN2Z)=XnNn(XNYnNZ2Z)° (Definicién diferencia — 0,5 pts.)
=XN(X°UY°UZ° (Leyes de De Morgan — 0,5 pts.)
=(XNX)U(XnNY)u(XnZz°  (Distributividad de N sobre U — 0,5 pts.)
=0UXNY°)U(XnZ% (AN A° =0 - 0,5 pts.)
=(XNY9)U(XnZz9 (Vacio es neutro para U — 0,5 pts.)
=(X\Y)u(X\2) (Definicién diferencia — 0,5 pts.)

Segunda forma (por dlgebra de conjuntos empezando de la derecha): Tenemos que

X\Y)UX\2)=(XNnY)U(XNZ) (Definicién diferencia — 0,6 pts.)
=Xn(°uZzo (Distributividad de N sobre U — 0,6 pts.)
=XNn¥nNn2)° (Leyes de De Morgan — 0,6 pts.)
=X\ (Y n2) (Definicién diferencia — 0,6 pts.)
=X\ (XNYnNn2) (A\B=A\(ANB) - 0,6 pts.)

Tercera forma (por doble inclusion):

g Seaz € X\ (XNYNZ) (0,1 pts. por tomar un elemento arbitrario en X \ (X NY N Z)).
Debemos demostrar que z € (X \Y)U (X \ Z).
Por definicién de diferencia, € X y z ¢ X N Y N Z (0,2 pts. por obtener que z € X
vy g XNYNZ) Asi, z € (XNYNZ) =X°UY°UZ° (0,1 pts. por obtener que
x € X°UY°U Z°). Equivalentemente, x € XV € YV € Z¢ (0,2 pts. por obtener que
reEXVexeYeVux € Z°).
Como tenemos que = € X, no puede ocurrir que & € X°¢. Concluimos entonces que z € Y¢Vzx € Z¢
(0,2 pts. por obtener que x € YV & € Z°). Tenemos dos casos:




e Siz € Y€ como ya sabemos que z € X, obtenemos que = € X \' Y por definicién de diferencia
(0,1 pts. por obtener que x € X \ Y). Por lo tanto

ze(X\Y)U(X\2).

(0,2 pts. por obtener que z € (X \Y)U (X \ 2)).
e Siz € Z¢ como ya sabemos que z € X, obtenemos que z € X \ Z por definicién de diferencia
(0,1 pts. por obtener que x € X \ Z). Por lo tanto,

ze(X\Y)U(X\2).

(0,2 pts. por obtener que z € (X \Y)U (X \ 2)).
Vemos que, en cualquier caso, z € (X \ Y)U (X \ Z). Esto muestra que

X\ (XNYNZ)C(X\Y)U(X\ 2).

(0,1 pts. por concluir).

g Seaz € (X\Y)U(X\Z) (0,1 pts. por tomar un elemento arbitrario en (X \Y)U (X \ Z)).
Debemos demostrar que z € X \ (X NY NZ), es decir, quex € X yquez ¢ X NY NZ.
Por definicién de unién, tenemos que z € X \Y Vz € X \ Z (0,1 pts. por obtener que
z € X\Y V X\ Z). Tenemos dos casos:

e Size X\Y,entoncesz € X yx ¢Y (0,2 pts. por obtener que z € X y z ¢ Y). Como
XNYNZCY, concluimos que z ¢ XNY NZ (0,2 pts. por obtener que x ¢ XNY N Z).
Asi, 2 € X\ (XNY NZ) (0,2 pts. por obtener que z € X \ (X NY N 2)).

e Size X\ Z, entonces z € X y x ¢ Z (0,2 pts. por obtener que x € X y « ¢ Z). Como
XNYNZC Z, concluimos que ¢ XNY NZ (0,2 pts. por obtener que x ¢ XNY N Z).
Asi, z € X\ (XNY NZ) (0,2 pts. por obtener que z € X \ (X NY N Z)).

Vemos que, en cualquier caso, z € (X \ Y)U (X \ Z). Esto muestra que
X\Y)UX\Z2)CcX\(XNnYn2Z).

(0,1 pts. por concluir).

Cuarta forma (usando la defincion de igualdad de conjuntos): Sea x € E. Tenemos que

reX\(XNYNZ) <= zeXAx¢XNYNZ (Definicién diferencia — 0,4 pts.)
— zeXAze(XNYNZ)F (Definicién complemento — 0,4 pts.)
— zeXAze(XUYUZY (Leyes de De Morgan — 0,3 pts.)
— rzeXN(zeXVeeY°VareZ (Definicién unién — 0,4 pts.)
— (zeXNzeX)V(reXNzeY)V(zreXANxeZ)
(Distributividad de A sobre V — 0,3 pts.)
<~ FV(@eXAzeY)V(zxe XAz e Z° (Consistencia — 0,2 pts.)
<= (eXANzeY)V(zeX Az e Z (Identidad — 0,2 pts.)
— (zeX\Y)V(zeX\2) (Definicién diferencia — 0,4 pts.)
— ze€(X\Y)U(X\2Z) (Definicién unién — 0,4 pts.)

Esto demuestra que X \ (XNY NZ)=(X\Y)U(X\ Z).

b) (3,0 pts.) jSon iguales X\ (Y AZ) y (X\Y)U(X\Z)? Justifique con una demostracién o un contraejemplo.
Indicacion: Puede serle 1til comenzar dibujando diagramas de Venn.

Solucién: Primero dibujaremos los diagramas de Venn. El diagrama de Venn de Y A Z se ve asf:



Por lo tanto, el diagrama de Venn de X \ (Y A Z) es el siguiente:

Por otro lado, usando la parte a), tenemos que (X \Y)U (X \Z) = X\ (X NY NZ). Asi, su diagrama
de Venn es:

(1,0 pts. por dibujar correctamente los diagramas de Venn, suponiendo que el contrajem-
plo hecho después es incorrecto).




Con estos diagramas, se puede construir un contraejemplo. Hay varias formas de lograrlo, pero quiza
la més simple es asegurar que X NY N Z # (. En efecto, viendo los diagramas, este conjunto es
subconjunto de X \ (Y A Z), pero su interseccién con (X \ Y)U (X \ Z) es vacia.

Si A es cualquier conjunto no vacio, podemos tomar X =Y =7 = A y asi
YANZ=ANA=0
por lo que X \ (Y A Z) = A\ @ = A. Por otro lado,
(X\Y)UX\Z)=A\AUA\NA)=0Ud=0.

Vemos entonces que
X\(YAZ)=A#0=(X\Y)U(X\2),

lo que muestra que estos conjuntos son distintos en general (3,0 pts. por encontrar correcta-
mente un contraejemplo, independiente de si se dibujaron o no los diagramas de Venn
correctamente).

Duracién: 3h.
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Pauta Tarea 1

P1. Determine si las siguientes afirmaciones son tautologias, sin usar tablas de verdad.

a) (p = pVq <D L
Solucion usando el método simbdlico: (p = pVg) < (p = [PAq) < PV (PAq) < P donde se usaron
la ley de Morgan, caracterizacion de la implicancia, absorbcion. Una otra posibilidad es usar una demostracion
exploratoria.

b) (p = q) = [(GAP) V(¢ = p)]
o llp = N = s)] = [pAT) = (¢N53)]

P2. Demuestre las siguientes afirmaciones, indicindo cual método de demostracion se usé:

a) Todo entero al cuadrado tiene la forma 3k o 3k + 1, con k € N.
(Puede usar, sin demostrar, que todo entero se escribe de la forma 3¢q + r, con ¢ entero y r € {0,1,2}.)

b) Para a entero, si 3a% + 1 es par, entonces a es impar.
Solucion: Usaremos la contrarreciproca. Entonces tenemos que mostrar que si a no es impar, entonces 3a® + 1
no es par. En otras palabras, la meta es probar que si a es par, entonces 3a2+1 es impar. Notamos que si a es
par, entonces a® es par, y también 3a® es par, y por lo tanto 3a® +1 es impar, que es lo que queriamos mostrar.
E's también posible mostrar lo pedido usando una reduccion al absurdo, o una demostracion directa.

¢) Sea a # 0 un ntmero racional y b un nimero irracional (no racional), donde un ntimero racional es aquel que
se puede escribir de la forma ¥, con m,n enteros, n # 0. Demuestre que a + b es irracional.
Solucion: Usaremos la contradiccion o reduccion al absurdo. Para esto, asumimos que a # 0 y a+b son racionales

7
y b es drracional. Siendo racionales, a = 7 y a+b = 5 donde n,n',m,m’ son enteros con m,m’ # 0. Notamos
’ !’ !’
queb=(a+b) —a==2 — L = nmtnm B decir, tomando n' := n'm +nm’ y m” := mm/, el irracional b
m m mm 7 ’
se puede escribir como b= 7 con n”',m" enteros y m" # 0, lo que es una contradiccion.
P3. Sea F' el conjunto de personas que se encuentra esperando en una fila. Para dos personas x,y en F', se define la
funcién proposicional

¢(x,y) = “La persona z estd mas adelante que y en la fila.”

a) Determine en qué lugar de la fila se encuentran p, g en los siguientes casos, explicando su respuesta:

1) (Vo € F)(é(p,z) Vx = p).
2) (Vz € F)(¢(z,q) VT =q).

JEs importante la parte ...Vx =pen 1),y ..V =gqen 2)?

b) De forma similar a los casos de a), escriba la situacién “hay al menos dos personas en la fila delante de p”.
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Tarea 2

Se entrega el primer item de cada pregunta.

P1. Sea E un conjunto de referencia, p una proposicién lgica y Q(x) una funcién proposicional.

a) Definamos la proposicién r como (Vz € E)(p = Q(z)). Determine el valor de verdad de la proposicién
p, sabiendo que r es falsa.
Solucién: Usando la caracterizacién del implica, podemos reescribir la proposiciéon r como (Vx € E)(pV

Q(x)). Ahora, la negacién de r es equivalente a (3z € E)(pV Q(z)). Luego, las Leyes de De Morgan nos

aseguran que la negacién de r es equivalente a (3x € E)(p A Q(x)).

Nos dicen que r es falsa, es decir, T es verdadera. Por lo desarrollado anteriormente tenemos que (Jz €
E)(p N Q(z)) es verdadera. Esto es, existe z € E tal que p A Q(z) es verdadera. Recordando que la
conjuncion es verdadera cuando ambas proposiciones lo son, podemos concluir que la proposicién p es {1.5 pt.
verdadera.

P2. Pruebe mediante induccién sobre n € N:

a) n!>2" paran > 4.
Solucién: Analicemos el caso base dado por ng = 4. Notemos que 4! = 24 y 2* = 16, por lo que la {15 pt.
desigualdad se verifica para el caso base.
Supongamos ahora que la desigualdad es cierta para n € N, es decir, n! > 2™. Para concluir mediante
induccién, debemos probar que (n+1)! > 27+ En efecto, sabemos que (n+ 1)! = (n+ 1)n!. Luego, por
la hipotesis de induccién sobre n € N se sigue que

(n+1)! > (n+1)2". (1) 1.5 pt.

Ahora, como n_ > 4, podemos ver que n+1 > 2. Combinando esto 1ltimo con la desigualdad (1) obtenemos 1.5 pt.

(n+1)! > 2n*t 1.5 pt.

Como queramos probar, concluyendo la solucion.

P3. Consideremos A y B conjuntos no vacios, y sean p(z) y ¢(x) funciones proposicionales. Supongamos que las
siguientes proposiciones son verdadersas

R:(3x € A)(Fz' € A) (p(x) & p(a’))
S:(VxeA)(FyeB) (p
T:(Vze A)(FyeB) (g

Pruebe que

a) (Fx € A) p(z) A (Fz € A) p(z).
Solucién:_La proposicién R nos asegura que existe un zo y x; en A tales que p(zg) < p(x;). Pueden (9 pt.
ocurrir dos casos: que p(zg) sea verdadera o falsa.

s En el caso que p(xg) sea verdadera, tomando x = xg, se sigue que (Jx € A)p(z) y tomando x = x;

obtenemos (Jx € A)p(z). 2 pt.

» En el caso p(zg) sea falsa, entonces p(z1) es verdadera. Por lo que tomando z = x; tenemos (Ix €
A)p(zx), y tomando x = xq se sigue (Iz € A)p(z). 2 pt.

En cualquier caso se verifica la proposicién pedida.



