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P1. Usando exclusivamente los axiomas de los reales y menciondndolos claramente cada vez que los use,
demuestre las propiedades siguientes. Si ocupa alguna otra propiedad entonces deberd demostrarla
indicando los axiomas que use en ello.

(a) Ve,y e R, 2,y #0, (x+y)(z 'y ") =2 +y~ .

(b) Vz,y €R, 2,y #0, (zy) ' =y

—1,.—1

T

(c) Usando (b), demostrar que Va,b,c,d € R, b,d # 0, ab~* + cd~! = (ad + cb)(bd) L.

(d) VaeR,a>=0=a=0.

Solucion:

(a) Desarrollemos directamente la expresién de la izquierda:

(z+y)(z 'y

(b) Para demostrar esta igualdad, probaremos primero que y~

zy, en efecto:

(Distributividad)
(Asociatividad de -)
(Conmutatividad de -)
(Asociatividad de -)
(Inverso Multiplicativo)
(Neutro Multiplicativo)
(Conmutatividad de +)

1z=1 es inverso multiplicativo de

1 71)

(xy)(y~ = x(yy )z'  (Asociatividad de -)

1

= z-1-2~ (Inverso Multiplicativo)
= z-2t (Neutro Multiplicativo)
1 (Inverso Multiplicativo)

Finalmente, recordamos que por un teorema visto en clases, sabemos que el inverso multiplica-

1 1

tivo es tnico, concluyendo asf que (zy)™! =y lz7l.g

(c) Desarrollaremos el sector derecho de la igualdad propuesta:

(ad + cb)(bd) ™"

(ad + cb)(d™b™1)
ad(d™ 71 + eb(d~ bt
a(dd=)b™ 4 cb(d~ bt
a(dd )bt + cb(btat
a(dd™ )b~ 4 c(bb~t)d~
a()b™' 4 c(1)d?

ab ' +ecd '

)
)
)
1

(Parte (b))
(Distributividad)
(Asociatividad de -)
(Conmutatividad de -)
(Asociatividad de -)
(Inverso Multiplicativo)
(

Neutro Multiplicativo)



(d) Notemos que a? =0 < a-a = 0. En citedra vimos que:

p-q=0=p=0Vqg=0,

propiedad que se demuestra de la siguiente forma: suponiendo inicialmente que p # 0, podemos

obtener el valor de ¢ multiplicando ambos lados de la expresién por p~

L obteniendo asi que

g = 0 (para concluir esto, falta probar que a -0 = 0, VYa € R, lo que se deja de ejercicio para
el lector). Andlogamente, suponiendo el caso g # 0, se obtiene p = 0, y queda demostrada la
propiedad. Asi, aplicdndola en este caso:

a2

=a-a=0=a=0Va=0=a=0.mg

P2. Usando sélo los axiomas de los numeros reales y las unicidades de los inversos, demuestre las
siguientes propiedades (si necesita alguna propiedad extra, debe demostrarla)

(a) Para todo z,y € R, (—z) + (—y) es inverso aditivo de = + y.

(b) Sia,b,c,d € R son tales que se verifica la relacién (ad) + (—(cb)) = 0 entonces

(¢) Paraa #0, —(a™!) = (—a)~ L.

Solucion:

(a) En efecto:

(@ +y)+ [(=2) + (=y)]

(b) Calculemos directamente:

[(a + b)d] + [=((c + d)b)]

[(a+b)d]+ [-((c+d)b)] = 0.

z+y+ (—2)]+ (-y) (Asociatividad de +)
z+[(—z)+yl + (—y) (Conmutatividad de +)
[+ (—2)]+ [y+ (—y)] (Asociatividad de +)
0+0 (Inverso Aditivo)

O.m (Neutro Aditivo)

ad + bd + [—(bc + bd)]

ad + bd + [(—bc) + (—bd)]
ad + bd + [(—bd) + (—bc)]

ad + [bd + (—bd)] + (—
ad + 0+ (—bc)

ad + (—bc)

Om

(Distributividad)
(Parte (a))
(Conmutatividad de +)
(Asociatividad de +)
(Inverso Aditivo)
(Neutro Aditivo)
(Hip6tesis)

be)

(c) Tenemos dos posibles formas de demostrar esto, una es verificar que a™! + (—a)™! =0, y la
otra es mostrar que (—a)- —(a~!) = 1. Ambas demostraciones, junto a la unicidad de los
inversos aditivo y multiplicativo respectivamente, permiten concluir lo pedido.

Aqui haremos la demostracién ocupando la segunda opcién; en efecto, tenemos:

(—1

()~ =

1-(-1-a

a) (107
1-(a-

1
—1)-a”!
. ) .a71
a-a 1)

1)

)
)

_1.(
1) - (

(Neutro Multiplicativo)
(Asociatividad de -)
(Conmutatividad de -)
(Asociatividad de -)
(Inverso Multiplicativo)
(Neutro Multiplicativo)
(Propiedad (x))



Para que nuestra respuesta sea completamente correcta, debemos probar la propiedad (x), vale
decir, debemos demostrar que —1 - —1 = 1. Consideremos la siguiente suma:

(-1-=1)4+(-1) = (-1--1)+(-1)-1 (Neutro Multiplicativo)
= (=1)[(-1) +1] (Distributividad)
= (-1)-0 (Inverso Aditivo)
= Onm (Propiedad (*))

Donde la propiedad (*), es la que se dejé propuesta para el lector en P1.(d). Asi, nuevamente
recurriendo a la unicidad del inverso aditivo, se llega a que —1 - —1 = 1, lo que comprueba la
veracidad de la propiedad que enunciamos.

Demostrada (), la unicidad del inverso multiplicativo implica que —(a™1) = (—a)~'.m

P3. Usando propiedades elementales de los nimeros reales, demuestre que para todo z,y,z,w € R,
w # 0, z # 0 lo siguiente es verdadero

(zw+yz)? = (2 +9*)(w? +22) = INER tq z=)Iw, y= Az

Para ello note en primer lugar que la igualdad del lado izquierdo de la implicancia permite deducir
que 2222 + y?w? = 2zwyz. Luego, vea que esto dltimo implica que xz = yw. Finalmente, de la

igualdad anterior deduzca la conclusién.

Solucion:
Comencemos desarrollando el sector izquierdo de la implicancia:

(zw +y2)? = (@2 + ) (w? +2%) & 22w+ 2zwyz + y?2% = 2w? + 2227 + yPw? + 2R

& 2rwyz = 2222 + yPw?

s 2222 = 2zwyz + y*w? =0

& (rz—yw)? =0

& rz—yw =0

& Tz =yw (1)
z Y

e Z=1 2
s (2)

Finalmente, de la expresién (1), podemos despejar: = w, y = z, y eligiendo A = & = £, por

lo encontrado en (2), se concluye.m
P4. Sea C un conjunto de niimeros reales que satisface las siguientes propiedades (axiomas):

(A1) 3eC.

(A2) Siz € C, entonces 3z +1 € C.
(A3) Siz,y e C, entonces z +y € C.
(A4) T¢C.

Demuestre entonces las siguientes propiedades indicando qué axiomas, ya sea de los ntimeros reales
o de los recién mencionados, utiliza:

(a) 1¢C.

(b) Siz,y € C, entonces 3z +2y +4 € C.

(c¢) Siz,ye C, entonces 4 —xz—y & C.

(d) Si3y+2z+4¢C, entonces (y gCV 35 ¢C).
(e) No existe z € C tal que 3(2z — 1) = 39.
Solucion:

(a) Razonemos por absurdo. Supongamos que si pertenece, entonces, considerando z =y =1 en
(A2), concluimos que 4 € C. Ademés, tomando x = 4 e y = 3, aplicando (A3), obtenemos
que 7 € C, lo que consiste una contradiccién con (A4). Por lo tanto, 1 ¢ C.g



(b)

(c)

(d)

(e)

Como z € C, (A2) nos indica que 3z + 1 € C. Por otro lado, como y € C, (A3) nos permite
concluir que y +y = 2y € C. Consideremos ahora © = 3z + 1, v = 2y, ambos elementos
pertenecientes a C. Nuevamente aplicando (A3), v +v = 3z 4+ 2y + 1 € C. Finalmente,
aplicando otra vez (A3) con w = 3z 4+ 2y + 1y z = 3 (que pertenece a C por (Al)), se
concluye que 3z +2y +4 € C.n

Supongamos que 4 —z — y € C, trabajando un poco la expresién, tenemos que:
d—z—y=4—(x+y)=4-—z,

con z € C, ya que x,y € C. Claramente, si consideraramos z = 3, esto implicaria que 1 € C,
lo que es una contradiccién con lo probado en (a). Concluimos asf, que 4 —x —y ¢ C.m

Notemos que (b), como proposicién légica, equivale a:
reCANyeC=3x+2y+4eC.
Considerando su contrarreciproca, obtenemos lo siguiente:

3x+2y+4¢C=a2¢CVygC.

Siendo asi, y notando que 3y + 2 +4 = 3y + 2 - 5 + 4, al aplicar la contrarreciproca recién
presentada, se concluye que y  C'V 5 ¢ C.m

Resolviendo la ecuacion:
32r-1)=39<2xr—-1=13c2r=14&x=".

Se deja como ejercicio para el lector, detallar todos los axiomas usados en esta resolucién.
Finalmente, notamos que (A4) indica que 7 ¢ C, por lo tanto, concluimos que no existe
solucién en C' para la ecuacién planteada.m



