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Descomposicion de Benders

Considere un tomador de decisiones que debe actuar en dos etapas consecutivas. La primera involucra la
eleccion de un vector de decisién x. Posteriormente, se obtiene un poco de informaciéon nueva, y luego,
en la segunda etapa, un nuevo vector y de decisiones debe ser elegido. Con respecto a la naturaleza de
la informacién obtenida, asumimos que hay K posibles escenarios, y que el escenario real solo se revela
después de haber escogido x. Se usa w para indexar los posibles escenarios y se denota «,, > 0 como la
probabilidad asociada al escenario w. Dados los vectores de costo ¢ y f asociados a las decisiones x e y,,
respectivamente, se tiene que las decisiones de la primera etapa deben satisfacer las restricciones:
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0
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Adicionalmente, las decisiones de primera y segunda etapa deben satisfacer:

Bux + Dy,

dy
Yw 0

AV

para todo w. El objetivo es escoger x e y1, ..., Vi tales que:

min ¢x + af’y;+ .. tarflyg

s.a. Ax =b
Bix + Dy:+ =d;
Box  + Dy>+ =dsy
Bix + +DyK =dg

X, Y1, YK > 0

Este problema se llamard problema maestro. Dada la cantidad de escenarios, este puede ser un pro-
blema de optimizacién lineal de gran tamafo.

Considere un vector x tal que Ax = b y x > 0, y suponga que esta es la eleccion de decisiones para la
primera etapa. Una vez que x est4 fijo, las decisiones 6ptimas de segunda etapa y,, pueden determinarse
por separado resolviendo para cada w el problema:

min f'y,
s.aa. Byx+ Dy, =d,
Yw >0

Sea z,(x) el costo 6ptimo del problema anterior, junto con la convencién de que z,(x) = oo si el problema
es infactible. Si se vuelve a la optimizacién de x:

K
min ¢'x + Z Q2 (X)
w=1
s.a. Ax=Db
x, >0
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Por supuesto, para resolver este problema sélo consideramos los x tales que ninguno de los z,(x) son oo.

El dual del problema de minimizar los costos para cada escenario w esta dado por:

max p,(d, — Bux)
s.a. p,D <f

Sea
P={p|pD<f'} # @

Sean p’, i = 1,...,I los puntos extremos de P, y sean w’, j = 1,...,.J el conjunto completo de los rayos
extremos de P. Se tiene que z,(x) < oo si y solo si:

(W) (dy =Bux) <0 V)

Cuando z,(x) es finito, es el costo 6ptimo del problema anterior, y este éptimo debe alcanzarse en un
punto extremo de P. En particular:

2u(x) = .H%éxl(pi),(dw — Bux)

Alternativamente, z,(x) es el niimero mas chico z, tal que:
(p")(dy — Bux) < 24
Luego, el problema maestro se puede escribir como:

min c¢'x + 25:1 Ol Zeo

sa. Ax=Db
(p")(dy — Bux) < z, Vi,w
(w/)(d, —Byx) <0 Vj,w
x>0

El nimero de variables se redujo considerablemente, pero el nimero de restricciones puede ser gigante.

Para cada w =1, ..., K se considera el sub problema:

min f'y,
s.a. Dy, =d, — B,x*
Yo =0

Notar que los sub problemas solo difieren en el lado derecho. En particular, el problema dual correspon-
diente tiene siempre el mismo conjunto factible, que se denota P. Por eso, se resuelven los sub problemas
mediante el método simplex dual. Los posibles casos a considerar son:

» Si el método simplex dual indica que un sub problema (primal) es infactible, entrega un rayo
extremo w/(@) del conjunto dual factible P tal que:

(W @)Y (d,, — Byx*) > 0
Se identifica una restriccién violada, que puede ser anadida al problema maestro.

» Ocurre lo mismo si el sub problema (primal) es factible y el método simplex dual devuelve una
solucién bésica factible dual p*“) tal que:

(pi(w))/(dw N wa*) > 2*

w
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= Si el sub problema (primal) es factible y el método simplex dual devuelve una solucién bésica

factible dual p®) tal que: '
(p"“))(dw — Bux®) < 2,

para todo w, entonces, por optimalidad de los p*®@) se tendra:

(pi)/(dw - Bux") < 2

w
para todos los puntos extremos p’. Ademas:
(w?)(d, —B,x*) <0

para todos los rayos extremos w’. Entonces, no se viola ninguna restriccién, se tiene un 6ptimo
para el problema maestro y el algoritmo termina.

El algoritmo de descomposiciéon de Benders consiste en:

1.

Una iteracién tipica comienza con un problema maestro relajado, en el cual, solo algunas de las
restricciones del problema maestro original son incluidas. Una solucién 6ptima (x*,z*) del problema
maestro relajado es calculada.

. Para cada w, se resuelve:

min f'y,
s.a. Dy, =d, — B,x"
Yo =0

Si para cada w, el sub problema correspondiente es factible y el costo optimo es < 277, se satisfacen
todas las restricciones, se tiene una soluciéon éptima al problema maestro, y el algoritmo termina.

. Si el sub problema correspondiente a algin w tiene una solucién 6ptima cuyo costo es > z7, se

encontré una solucién bdsica factible 6ptima p““) para el dual del sub problema, y la restriccién

(pi(w))l(dw - Bux") < 2,

se agrega al problema maestro relajado.

Si el sub problema correspondiente a algtin w es infactible, su dual tiene costo infinito, y se encuentra

un rayo extremo con costo positivo w/“. Entonces, la restriccién

(w/@))(d, — B,x*) <0

se agrega al problema maestro relajado.



