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Pauta Auxiliar #7
Reciclando pautas

a) Para esta pregunta sólo nos interesa la zona entre a y b que como no se dice nada sobre densidad
volumétrica, se asume ρ = 0 y por tanto se cumple la ecuación de Laplace:

∇2V = �ρ

ε0
⇒ ∇2V = 0

Al tratarse de dos cilindros, se trabaja en coordenadas ciĺındricas, por lo que nominalmente V =
V (r, θ, z), pero viendo la geometŕıa del problema y las simetŕıas dentro de ella, se determina que el
potencial sólo vaŕıa radialmente, es decir, V = V (r). Aplicando la fórmula del laplaciano en ciĺındricas
a este potencial, se tiene:

∇2V = ∂2V

∂r2 + 1
r

∂V

∂r
+��������1

r2
∂2V

∂θ2 + ∂2V

∂z2 = 0

∂2V

∂r2 + 1
r

∂V

∂r
= 0

Resolviendo esto se consigue la forma que tiene el potencial en la zona que deseamos:

V (r) = A · ln(r) + B

Mientras que el campo eléctrico será:

E⃗ = −∇V = ∂V

∂r
r̂ +�������1

r

∂V

∂θ
θ̂ + ∂V

∂z
ẑ

= ∂(A · ln(r) + B)
∂r

r̂

= −−A

r
r̂

Sin embargo, no conocemos las constantes A y B, pero las podemos determinar ya que conocemos el
valor del potencial en los radios a y b, quedando lo siguiente:

V (r = a) = A · ln(a) + B = V0

V (r = b) = A · ln(b) + B = 0

Resolviendo el sistema se tienen las constantes:

A = V0
ln(a

b ) ∧ B = −V0 · ln(b)
ln(a

b )

Y aśı el potencial y el campo eléctrico quedan determinados en función de los datos por:

V (r) = V0
ln(a

b )(ln(r) − ln(b)) ∧ E⃗(r) = − V0
r · ln(a

b ) r̂ = V0

r · ln( b
a)

r̂



Facultad de Ciencias F́ısicas y Matemáticas Universidad de Chile

b) Conociendo la expresión del campo eléctrico es posible calcular la enerǵıa acumulada en el sistema
mediante la siguiente expresión:

U = ε0
2

∫
V

|E⃗|2dV

En coordenadas ciĺındricas dV = rdrdθdz. Reemplazando:

U = ε0
2

∫ b

a

∫ 2π

0

∫ L

0

(
V0

r · ln( b
a)

r̂ · V0

r · ln( b
a)

r̂

)
rdrdθdz

= ε0V 2
0

2 ln( b
a)2

∫ b

a

dr

r

∫ 2π

0
dθ

∫ L

0
dz

= ε0V 2
0

2 ln( b
a)2 · ln

(
b

a

)
· 2π · L

= πLε0V 2
0

ln( b
a)

c) Teniendo la enerǵıa y diferencia de potencial (voltaje), es posible obtener la capacitancia mediante la
siguiente expresión:

U = 1
2CV 2 ⇒ C = 2U

V 2

Reemplazando:

C =
2 · πLε0V 2

0
ln( b

a
)

V 2
0

= 2πLε0

ln( b
a)

d) Para calcular la carga total acumulada en cada electrodo debemos aplicar condiciones de borde en
cada una de las interfaces (r = a y r = b). Para esto se debe etiquetar cada una de las zonas y luego
ser consiste con dicha nomenclatura para identificar el vector normal (que siempre va del medio 1 al
2). Además se debe recordar que al estar parado en un punto en espećıfico, se debe evaluar dicho punto
en las expresiones de los campos.

Aqúı se visualizan las condiciones de borde en cada interfaz:

Figura 1: Condiciones de borde en r = a y r = b

Para r < a y r > b, el campo eléctrico es nulo dado que inicialmente no hay una carga externa ge-
nerándolo. Al momento de aplicar un potencial sobre placas conductoras, las cargas presentes en el
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material solamente se reacomodan generando un campo entre ellas, pero al no generarse nuevas, la
carga neta del sistema debe permanecer constante.

Aplicando la condicion de borde para r = a se tiene:

σa = r̂ ·
(

ε0 · V0

a · ln( b
a)

r̂ − 0
)

= ε0 · V0

a · ln( b
a)

Al ser una densidad superficial, para obtener la carga total se debe integral sobre la superficie en que
se encuentra. Aśı:

Qa =
∫

S
σadS = ε0V0

a · ln( b
a)

∫
S

dS = 2πaLε0V0

a · ln( b
a)

= 2πLε0V0

ln( b
a)

Como el campo afuera del sistema es 0, se puede decir directamente que Qb = −Qa, pero haremos el
desarrollo para verificar que esto se da:

σa = r̂ ·
(

0 − ε0 · V0

b · ln( b
a)

r̂

)

= −ε0 · V0

b · ln( b
a)

Qb =
∫

S
σbdS = − ε0V0

b · ln( b
a)

∫
S

dS = −2πbLε0V0

b · ln( b
a)

= −2πLε0V0

ln( b
a)

= −Qa

e) Para calcular la capacitancia del sistema en base a la carga, utilizamos la expresión usual de este
parámetro:

C = Q

∆V

Para esto nos paramos sobre una de las placas y Q será la carga sobre ella, mientras que ∆V será
la diferencia de potencial entre esta y la otra. Independiente sobre cual placa nos paremos, al ser
consistente, el resultado de C siempre será el mismo:

C = Qa

V (a) − V (b) = Qb

V (b) − V (a)

Tomando la placa de r = a resulta:

C =
2πLε0V0

ln( b
a

)

V0 − 0

= 2πLε0

ln( b
a)

El resultado obtenido por este método coincide al obtenido mediante la enerǵıa almacenada.


