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* Movimiento relativo (sistemas de referencia no inerciales):

Para describir la posicion, velocidad y aceleracién de una particula P en el espacio primero es necesario
definir un sistema de referencia S, el cual estd conformado por un sistema de ejes unitarios rectangu-
lares {é1, é2, €3} (para definir direccién y sentido del movimiento) y por un origen O, que corresponde al
punto en el sistema de referencia donde la posicién es cero. Cuando abordamos problemas en mecénica el
punto O se fija usualmente sobre algin lugar que est4 fijo en el espacio, aunque también podria fijarse este
origen, por ejemplo, en algiin cuerpo que esté en movimiento (tal como un ave, un automévil, etc), en cuyo
caso tendremos un sistema de referencia mévil S’ con origen O’ y ejes unitarios rectangulares {é], &5, é5}.
La gran diferencia entre estos dos tipos de sistemas de referencia es que existird una aceleracién relativa
entre ellos, ya sea porque el origen del sistema movil tiene una aceleracién Ay con respecto al origen del
sistema fijo, o bien porque los ejes del sistema mévil rotan con una velocidad angular Q con respecto a
los ejes del sistema fijo. Esto se representa graficamente en la siguiente figura:
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Ahora, si estudiamos el vector posicién de la particula P y sus derivadas temporales en estos distintos
sistemas de referencia veremos que las expresiones son distintas en cada caso, lo cual tiene sentido, ya que
la traslacion o rotacién del sistema de referencia movil altera la trayectoria aparente que la particula P
estd describiendo. Para cuantificar eso, a partir de la figura anterior podemos entender que:

7=17 + Ro

Ya que los vectores unitarios {é], &, €4} estdn rotando con respecto a los vectores {é1, é2, €3}, las derivadas
temporales de un vector seran distintas en cada sistema de referencia. Tomando en cuenta eso, las derivadas
temporales de un vector arbitrario @ en cada sistema de referencia se relacionan de la siguiente forma:
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Usando esto y la relacién entre 7y 7, es posible encontrar una relacién entre las velocidades ¢ y o', y

entre las aceleraciones @ y a’:

—

T=0+Qx7 +Vy ; c?:d"+2ﬁ><17’+ﬁ><<ﬁxf’)+<> x 7+ A
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En estas dltimas expresiones se usaron las siguientes definiciones:

di L, [dP . dRy di , [dv o A
_’: _— . = _— M V: _— . _’: _— M = —_— N A = _—
v (dt)s v (dt)S/ Yo (dt)s » (dt)s @ (dt)S/ P )

Ahora, dado que la fuerza neta ﬁneta que se aplica en la particula es la misma fisicamente hablando, la
forma en que se cuantifican los efectos que generan diferencias entre las trayectorias observadas es a través
de redefinir la 2da ley de Newton para la dindmica observada en sistemas moviles. Para un sistema de
referencia fijo la 2da ley de Newton relaciona la fuerza neta con la aceleracion @ medida desde este sistema
a través de la siguiente relacién:

—

Freta = ma

Por otro lado, para el sistema de referencia movil la 2da ley de Newton relaciona la fuerza neta con
la aceleracién @ medida desde este sistema, y con los efectos asociados a la velocidad angular € y la
aceleracién Ag. Todo esto se modela a través de la siguiente relacién:

. . L 46 .
m&’:Fneta—QmQxﬁ”—mQx<Q><F’)—m<dt> x 7 —mAy (1)
S
Por dltimo, usualmente a los sistemas de referencia fijos o que se mueven con velocidad constante (ffo =0
y 2 = 0) se les denomina sistemas de referencia inerciales (SRI), mientras que a los sistemas de
referencia méviles (Ag # 0 6 ©Q # 0) se les denomina sistemas de referencia no inerciales (SRNI).
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P1.- Particula en canal moévil vertical:

a) Se tiene un canal circunferencial de radio a contenido en un plano vertical que gira en torno a un eje
fijo con velocidad angular w, en el cual hay una particula de masa m que puede deslizar sin roce. La
rotacion es tal que el centro del canal describe, en su giro, una circunferencia de radio R, y ademas
el plano del canal es paralelo al eje de rotacion. La situacién se representa en la siguiente figura:

w
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Queremos obtener la ecuacion de movimiento asociada al dngulo 6 que la particula describe dentro
del canal circunferencial, para lo cual debemos aplicar la 2da ley de Newton. Si nos paramos en un
sistema de referencia S con un origen O y vectores cartesianos {Z, 7, 2} fijos, la 2da ley de Newton
que se cumple es ﬁneta = md, donde @ es la aceleracion de la particula medida desde dicho sistema
de referencia. Ahora, en este caso particular escribir una expresién para la aceleracion @ es bastante
complicado, ya que la particula describird una trayectoria que no puede descomponerse facilmente
en ningun tipo de coordenadas (cartesianas, cilindricas o esféricas). Lo mas conveniente en este caso
serfa usar un sistema de referencia S’ con origen O en el centro del canal circular, y con vectores
unitarios {2/, 79, 2’} tales que podamos definir coordenadas polares en el plano que contiene a dicho
canal, tal como se muestra en la siguiente figura:

w

N

Si hacemos esto el sistema de referencia descrito es un sistema de referencia no inercial, ya que
el origen (0’ est4 describiendo una circunferencia de radio R en el espacio, y mantener este tipo de
trayectoria requiere una aceleracién. Por otro lado, también podemos notar que la direccién y sentido
de los vectores ) y 2’ cambia cuando el plano que contiene al canal rota, lo que significa que estdn
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rotando con alguna velocidad angular 0. Al usar el sistema de referencia S’ el movimiento de la
particula corresponde a un movimiento circular con radio a, y por lo tanto es sencillo de describir
usando coordenadas polares. Ademads de eso, la 2da ley de Newton que debemos aplicar es:

= . L a6 .
ma':Fneta—QmQxﬁ'—mQx(Qxf’)—m — x 7 —mAy
dt
S
En esta expresion 7, ¢ y @ corresponden respectivamente a la posicién, velocidad y aceleracién de la
particula descrita en el sistema de referencia S’. Usando coordenadas polares estos vectores quedan
representados de la siguiente forma:

R ., o ~ - n
P =a ; ' =abf ; @ =—ab?" +abd (2)
Para definir Q y Ay necesitamos usar un sistema de referencia inercial S con el cual podamos comparar
el movimiento del origen O’ y la rotacién de los vectores 2/, §' y 2. Ya que el movimiento del origen
O’ es alrededor de una circunferencia con centro en el eje de rotacién, nos conviene que el origen

del sistema de referencia inercial O esté justo en ese punto. Por otro lado, usamos vectores unitarios
tales que uno de ellos sea paralelo al eje de rotacion, tal como se muestra en la siguiente figura:

Usando esto podemos notar que los vectores {#’, 9, 2’} rotan con una rapidez angular w cuya direccién
(segun la regla de la mano derecha) es 2, de tal forma que 0 = ws. Ahora, a partir de la figura podemos
notar que la orientacién de 2’ permanece fija en todo instante de tiempo, de tal forma que podemos
identificar £ = —2, y asi Q = —w#'. Con esto y las expresiones mostradas en (2) se tiene lo siguiente:

—2m@ X 7 = —2m (—wi') x (aéé’) = 2mwab (cos(&)f’ - sin(9)§’) X (é')
= —2m$ x ¥ = 2mwal cos()z’ (3)
—m$ x (ﬁ x F’) = —m (~w?') x [(~wi’) x (a?')] = —mw?a (cos(@)f’ - sin(@)é’) X (sin(6)2")

= —m x (ﬁ X F’) = mw?asin?(0)7" 4+ mw?asin(0) cos(0)0 (4)
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Para la aceleracion ffo notamos que el punto @’ se mueve en una circunferencia con radio constante
R y velocidad angular constante w, de tal forma que la aceleraciéon necesaria para mantener dicha
trayectoria es una aceleracién centripeta con magnitud |[f0‘ = Rw?, y cuya direccién y sentido es
tal que la aceleracion apunta al centro de la circunferencia, que en este caso es el punto O. Viendo
la figura anterior podemos notar que el vector unitario 2’ apunta siempre desde O’ hacia O, de tal
forma que Ay = Rw?%’, y entonces:

= —mAy = —mRw?% (5)

Finalmente, la fuerza neta ﬁneta estd asociada a las fuerzas que se ejercen directamente sobre la
particula, que en este caso corresponderia al peso, y a una fuerza de contacto que puede separarse en
una componente radial y una componente perpendicular al plano de rotacién. Tomando en cuenta
eso y el sistema de referencia S’ mostrado en la figura anterior, la fuerza neta que se ejerce sobre la
particula es:

ﬁneta = mg-ﬁl - Fcrf/ + Fczél
= Fieta = (mgcos(0) — Fu)? — mgsin(0)0' + F..2' (6)

Entonces, al reemplazar las expresiones (3), (4), (5) y (6) en la 2da ley de Newton para sistemas no
inerciales (considerando que {2 es constante) se obtiene lo siguiente:

—mab*? + mabf’ = (mgcos(9) — Fu)?' — mgsin(0)0' + F..2" + 2mwad cos(0)2’
+mw?asin®(0)? + mw?asin(0) cos(0)8’ — mRw?2’

Es posible notar que la ecuacién de movimiento se obtiene a partir de la ecuacién para la direccién
0

maf = —mgsin(0) + mw3asin(f) cos(d) = |6 = - sin() + w?sin(0) cos(0)
a

Los puntos de equilibrio feq corresponden a aquellos puntos donde la aceleracién es nula, es decir,
donde 0(6eq) = 0. Usando el resultado de la parte anterior:

0(0q) =0 = —% SN (Oeq) + w2 SiN(feq) COS(Oeq) = 0 = sin(feq) (cos(@eq) — g) =0

w2a
Ya que 0 € [0,27), y tomando en cuenta que el coseno es una funcién par, a partir de estos factores
podemos inferir que los dngulos de equilibrio son:

9&11) =0; 0P =g 08 = _cos! (g) : W = cos! ( J >

eq eq w2a eq w3a

Es importante entender que los puntos de equilibrio ng) y Géé)

reales, lo cual ocurre para el caso donde el argumento del arcocoseno es menor a 1. Tomando en
cuenta eso, la existencia de estos puntos de equilibrio estd sujeta a la siguiente condicién sobre w:

%<1 :>w>\/§
wea a
(3)

Fisicamente hablando, esto significa que los puntos de equilibrio eef;
rota lo suficientemente rapido.

sélo existen si estos son numeros

(4)

4) . .
y beq s6lo existen si el canal
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c) Para determinar la estabilidad de estos puntos de equilibrio podemos estudiar el signo de la derivada
de la componente de la aceleracién que esta en la direccién que ocurre el movimiento. Si escribimos
0 = f(0), a partir de la parte (a) podemos identificar que:

£(8) = —Z sin(0) + w?sin() cos(6)

a

Usando esta funcién, la estabilidad de los puntos de equilibrio puede estudiarse con las siguientes
condiciones:

df

do

)
<f> < 0 = Equilibrio estable ; (
0/ .,

> > 0 = Equilibrio inestable
Ocq

Para un angulo 6 arbitrario:

af
do

(0) = —% cos(#) 4 w? cos(26)

Entonces, para 0&? =0:

A (g0) _ ) = _9 2 2 g
20 (06q_0)— acos(O)—l—w cos(0) = w -

Podemos notar que la estabilidad de este punto de equilibrio esté sujeta al valor de w, ya que:

w<\/§:> W29 w>\/?: W2-9 50
a a a a

= lw< \/E = 96%) =0 es estable ; w > \/E = 0&11) = 0 es inestable
a a

Para el caso estable, a partir de la clase auxiliar 14 podemos recordar que la frecuencia de pequenas
oscilaciones wg en torno a este punto cumple la siguiente condicién:

(1)

Entonces, cuando el punto sy = 0 es estable, la frecuencia de pequenas oscilaciones en torno a este
punto estd dada por la siguiente expresiéon:

= wél) =L -w?
a
Ahora, para eé? = 7 se tiene lo siguiente:
d d
d—J; (9&21) = 7T> = —% cos(m) + w? cos(27) = w? + g = d—g (0((3?1) = 7r) >0 = 9&21) = 7 es inestable

Este resultado nos dice que el punto de equilibrio eé?l) = 7 siempre es inestable, independiente del

valor de la velocidad angular w.
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Para estudiar la estabilidad de los puntos 9( Y — +cos! (ﬁ) desarrollaremos la expresiéon para

af.
dg-

;ijg( )= —g cos(f) + w? cos(26) = —% cos(f) + w? (2 cos?(6) — 1)

Zé( )= —g cos(f) + 2w? cos?() — w?

Entonces, al reemplazar’ 922’4) = +cos™! (wga) se tiene lo siguiente:

d .
d—‘z (0,&3’4) = +cos™! (wga>) = —g cos (ﬂ: cos ™t (cﬁa)) + 2w? cos? (j: cos™ ! (cﬂa)) —w?
af (s 19 g’ g a1 (8 .
= (0( = #4 cos (uﬂ(],))__Q)QCLQ +2m—w :? ?—w

df p34) _ —1( 9 _ L (9 2\(9, =2
d9< = Fcos <w2>>_w2 o ) et

Por el factor del medio podemos notar que, de forma similar que con el punto Gé(ll), la estabilidad de
los puntos de equilibrio Héz) y Héé) esté sujeta al valor de w, ya que:

1 1
w<\/§:><g—w2)(g+w2>>0 ; w>\/§:>(g—w2><g+w2><0
a w? \a a a w? \a a

Ahora, como fisicamente hablando los puntos de equilibrio 9(5.’1’4) no existen cuando w < \/% ignoramos
el primer caso, de tal forma que:

= 9&2’4) = +cos ! ( g ) es estable (cuando existe)
w?a

Finalmente, usando la expresién (7) para la frecuencia de pequenas oscilaciones en torno a este punto,
se tiene lo siguiente:

Ya que la funcién coseno es par, da lo mismo el signo de cos™* (ﬁ)

7
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P2.- Particula en aro mévil horizontal:

a) Podemos notar que este sistema es similar al de la pregunta anterior, con la diferencia de que el canal
(en este caso aro) a través del cual se mueve la particula estd en un plano perpendicular al eje de
rotacién asociado a este objeto. Considerando todo eso, para describir el movimiento de la particula
usaremos un sistema de referencia S’ que se mueva junto con el aro, cuyo origen O estard en su
centro. Usaremos los vectores 2’ y ¢ en el plano que contiene al aro, de tal forma que podamos usar
coordenadas polares para describir el movimiento de la particula, y usaremos 2’ paralelo al eje de
rotacién. Con todo esto, los vectores 7, ¥ y @’ quedan representados de la siguiente forma:

— A — )/ —/ N2l N’

7 =R ; ¥ =R0O ; @ =—RO* + RHO
Ahora, de forma similar al ejercicio anterior podemos notar que los vectores unitarios que estén
asociados al sistema S’ (que rota junto con el aro) rotan con una rapidez angular wy, cuya direccién
(segtn la regla de la mano derecha) serfa 2/, y asi 2 = wy?’. Con esto se tiene lo siguiente:

A

o x 7 = —2m (woél) X (RHP’) = om0 x i = meoRéf’ (8)

—

—mOx (A x#)=-m wo2') x [(wo2') x (RF)] = —mw?R (2') x 0’
0
= —mQ x (ﬁ X 77’) = mwi R 9)

Para la aceleracion ffg podemos notar que el origen O’ describe una circunferencia de radio R que
se recorre con una velocidad angular constante wyp, de tal forma que si usamos O como el punto que
pasa por el eje de rotacién, entonces la aceleracién de O es una aceleracién centripeta con magnitud
|14T0] = Rw3. Lo descrito se muestra en la siguiente figura:

Para la direccién y sentido de este vector debemos notar que podemos fijar 2’

o 9 de forma tal
que siempre apunte desde O a O. En el caso de la figura anterior fijamos 7/, de tal forma que
Ay = Rw%:ﬁ’ . Como estamos usando la base de coordenadas polares para describir el movimiento

usamos 2’ = cos(0)? — sin(0)d', y ast:

= —mAy = —mRw? cos(0)7 + mRw? Sin(@)é/ (10)

Finalmente, la fuerza Fyeta estd asociada a las fuerzas que se ejercen directamente sobre la particula,
que en este caso corresponderia al peso, y una fuerza de contacto que puede separarse en una com-
ponente radial y una componente perpendicular al plano de rotacién. Tomando en cuenta eso y el
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sistema de referencia S’ mostrado en la figura anterior, la fuerza neta que se ejerce sobre la particula
es:

—

Freta = _mgél - Fcr"" R Y = ﬁneta = _Fcr"d + (Fcz - mg) 4 (11)

Entonces, al reemplazar las expresiones (8), (9), (10) y (11) en la 2da ley de Newton para sistemas
no inerciales (considerando que €2 es constante) se obtiene lo siguiente:
—mRO*# +mROO = —F o' + (Fr. — mg) 2’ + 2mwoROF +mw?2 R¥ —mRw? cos(0)# +mRw? sin(0)6’

Es posible notar que la ecuacién de movimiento se obtiene a partir de la ecuacién para la direccién
', entonces:

mRO = mRwi sin(f) = |6 = w2 sin(h)

Se lanza la particula desde el punto opuesto al eje de rotacién con un rapidez inicial vy tangencial
a la circunferencia. En base a eso, se busca el valor minimo de vy tal que la particula logre recorrer
media circunferencia. Para ello podemos encontrar una expresién para la velocidad de la particula en
funcién del angulo 6 e imponer que dicha velocidad en el angulo asociado a nuestra condicién sea nula.
Viendo la figura anterior podemos notar que si la particula parte desde el punto opuesto al eje de
rotacién entonces parte desde un dngulo inicial #(0) = 7 con una velocidad angular inicial §(0) = 3.
Entonces, usando estas condiciones iniciales y la ecuacién de movimiento se tiene lo siguiente:

.. ) 0
0 = wi sin(f) = 0% = wisin( 0d9 = wj / sin(0)dé

= 119'2 — i = —wi (1 + cos(h)) —= —w§ (1 +cos(h))
2" Torz 0 7

Entonces, buscamos vg tal que al recorrer media circunferencia 6 se anule, es decir, buscamos que
0(0 =2m)=0:

2
U
0 =2m) =0 = |28, 1+ cosem) =0 > 28,23 -0 » [w=2]




