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P1.- Trabajo del péndulo con disipacién:

a) Se tiene un péndulo plano de longitud ¢ y masa m, el cual se encuentra inmerso en un fluido viscoso,
tal como se muestra en la siguiente figura:

mg

Se quiere calcular el trabajo neto realizado por el péndulo cuando este pasa por primera vez por la
vertical una vez que es soltado desde un angulo 6y muy pequeno. Si I' es la curva descrita por la
particula durante este movimiento, por definicién el trabajo W realizado por una fuerza F' se obtiene
de la siguiente forma:

W:—/F-df
I

Si queremos el trabajo neto Wiyet, realizado por el sistema, la fuerza Fdela expresién anterior debe
ser la fuerza neta ejercida sobre la particula, por otro lado, el diferencial di” representa un trozo
infinitesimal de la trayectoria realizada por la particula. Como en este caso la particula se movera en
una circunferencia con radio £ constante, entonces dif = €d9é, donde df es un desplazamiento angular
infinitesimal, el cual estd asociado directamente a la coordenada angular # de coordenadas polares
(representada en la figura anterior). Para la fuerza neta se tiene el peso de la particula, la tensién de
la cuerda, y la fuerza de roce viscoso realizada por el fluido, entonces:

Fhcta = mg + \o — F, 7
Para el caso de un radio constante la velocidad en coordenadas polares es ¥ = 060, mientras que el
peso se descompone tanto en 7 como en 6 usando la coordenada angular 6, entonces:
F eta = mg cos(0)7 — mgsin(0)0 — \OO — F.7

—

= Fheta = (mgcos(0) — F,)# — (mgsin(6) + A0) 0 (1)
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Finalmente, la integral se aplica desde el dngulo inicial 6y hasta el angulo 0 asociado a la posicion
vertical, entonces:

Wheto = — /9: [(mg cos() — F,) 7 — (mg sin(0) + M@) OA} . [Ed@é}

>

Como #-0 =0 y - 6 = 1, entonces:
0 . 0
Waeto = € [ (mgsin(0) + M0) df = Wieio = mgt
0o

0,
sin(0)df + \? | 6db
90 90

La primera integral puede desarrollarse de forma explicita:

/90 sin(#)df = — cos(0) 4 cos(bp) = cos(bp) — 1

Entonces:

U
= Wheto = mgl (cos(f) — 1) + A | 0d (2)
0

Para resolver la segunda integral necesitamos una expresién 0(9) que nos entregue la velocidad angular
explicitamente en funcién de la coordenada angular. Este tipo de relaciones se puede obtener a partir
de la ecuacién de movimiento, la cual se obtiene al aplicar la 2da ley de Newton ﬁneta = mda. La
aceleracién en coordenadas polares para un movimiento con radio r = £ constante es @ = —Eé%—%éé,
y la fuerza neta estd dada por la expresion (1), entonces:

(mgcos() — F,) 7 — (mg sin(0) + /\Eé) 0 = —mlf*r + meoo

= — mlh? = mg cos(h) — F. mll = —mgsin(h) — O

La ecuaciéon de movimiento se obtiene a partir de la ecuacién para 6:

mlh = —mgsin(f) — MO = 6+ 19 + %sin(@) =0
m

Esta ecuacion no se puede resolver de forma analitica, pero podemos aplicar aproximaciones. Ya que
el angulo inicial ) es muy pequeno, y considerando que el movimiento es tal que el angulo 6 decrece,
se tiene que # < 1 en todos los puntos de la trayectoria descrita, de tal forma que sin(f) ~ 6, y asi:

N
= 0+26+%20=0
m 12

Esta ecuacién diferencial corresponde a una EDO lineal homogénea de 2do orden, por lo tanto
proponemos soluciones de la forma 6(t) = 0.e7t, donde 6, = ( es una constante indeterminada. Con
esto 6 = y0,.et v 6 = 420, entonces:

A A
V.7 4 Snfe + Lot =0 = 2+ Syt L=
m 14 m

14
A AN\? g
:>7__2m:|: <2m> 3
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La solucién 6(t) corresponde a una combinacién lineal de soluciones 6.¢?* usando cada valor de ~y
encontrado, entonces:

Si aplicamos las condiciones iniciales 8(0) = 6y y #(0) = 0 se tiene lo siguiente:

9(0):90 = A4+B=0y = B=6,— A

Lo que nos interesa es obtener § (ya que queremos usar la expresién en la integral (2)), entonces al
reemplazar en la expresion para dicha cantidad se tiene lo siguiente:

[\

AV g a AN g n
9(t>=< (%) ﬁm)( (#) ””)9062;} [e\/mt_e—\/Wt]

2 () ~ ¢

La expresion del numerador es una suma por su diferencia:

VG -2 (VG -5 2) - o)

~|1Q

|
VN
[\V]
>
N———

[\)

[l

|
~|1Q
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Por otro lado, podemos usar la definicién de la funcién seno hiperbdlico para reescribir las exponen-

ciales:
2 2
et — @ e\/ (ﬁ) 7%25 _ 67 \/ (ﬁ) 7%25 ) A 2 g
= 5 = gsinh — =t

sinh(a) = 5 —

2m

Con todo esto, la expresion para Q(t) queda de la siguiente forma:

2
o) = ——9% g ( AN gt) (3)

Si reemplazamos las constantes A y B en la expresion para 6(t) y desarrollamos es posible mostrar
que se llega a lo siguiente:

)=t~ ( f’;%_g) [h( (222)2_%) —1] (1)

2m

Ahora, volviendo a la expresién (2), la integral I que queremos calcular es la siguiente:
0,
1= 0(0)de
o

Si queremos calcular esta integral directamente necesitamos una funcién 6(#), sin embargo, lo que
tenemos es #(t), por lo tanto nos conviene hacer un cambio de variable:

(U t(0) . d6 to .
I:/ 0(9)d9:/ 0% = I:/ 62(t)dt
6o t(@o) dt 0

En esta ultima expresién el tiempo ty corresponde al tiempo para el cual 8 se hace cero, es decir,
O(to) = 0. Con esto, y usando la expresion (3), la integral I se desarrolla de la siguiente forma:

202 1 2
I— 9 eg /Osinh2 (A) 9y at
02 ((/\) _ 9) 0 2m ¢

2m l

Usamos la siguiente relacion para el seno hiperbélico al cuadrado:

1 1
inh?(a) = = cosh(2a) — =
sinh”(a) 5 COS (2a) 5

Entonces:

2m

202 t 2 t
= I = g 902 /Ocosh 2 <)\) — gt dt—/odt
202 ((A) _ g) 0 2m) 4 0
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2
202ginh [ 24/(2 ) — 9t
9% (2m) ‘0 9298750

I (P T ()

Entonces, reemplazando en la expresion (2) se tiene que:

2
202 o A\ g
Ag~0§ sinh (2 (2m> £t0> 262t
Wheto = mg¥ (cos(6p) — 1) + -

(@y-n)’ (G

Solo nos falta calcular el tiempo ty en funcién de los datos del problema. La condicién para este
tiempo es que 6(tp) = 0, entonces usando la expresién (4) se tiene lo siguiente:

2
G(to) =0 = 6y— 900 cosh <)\) _gto —1]l =0
e(( \ )2_%> om) ¢
24 1 A4
= cosh( ()\>2_gt0) 1= "9 to:CObh(‘lng)

2m 14 g /(%)2_%

Entonces, al reemplazar se tiene finalmente lo siguiente:

A\g262 sinh (2 cosh™! i‘jﬁ A\g202 cosh™ ;\,jé
= | Wheto = mg¥ (cos(fp) — 1) + 0 ( (4 29)) _ 0 (4 239)

T(E ) T (FS )

En esta parte el roce es hidrodindmico, de tal forma que la fuerza de roce cambia. En la definicién
del roce hidrodindmico se usa que Fioce = —o|¥]¥, y usando la velocidad en coordenadas polares se
tiene que:

—o|8|t = —0o|t06|t60 = —o|T|T = —al?6|0]0

En esta expresién se mantiene el valor absoluto en 6 va que esta cantidad puede ser positiva o negativa
si el péndulo avanza en sentido anthorario u horario, respectivamente, y |t| debe ser siempre positivo.
Tomando en cuenta esto, la fuerza neta en este caso es:

Feta = (mgcos(0) — F) # — (mg sin(6) + 0629]é|> 0 (5)
Al reemplazar en la integral para el cdlculo del trabajo neto la componente radial desaparece, y al
desarrollar se obtiene que:

0 0. .
Woeto = mgl [ sin(6)d6 + o¢® / 616|d6
90 90
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El célculo de la primera integral es idéntico a la parte anterior, entonces:

0. .
= Wheto = mgl (cos(fp) — 1) + of* | 6]6]do (6)
0o

Al igual que en la parte anterior, para resolver la integral restante necesitamos una expresién para 0
explicitamente en funcién de 8 o del tiempo, para lo cual necesitamos la ecuacién de movimiento, la
cual se obtiene al aplicar la 2da ley de Newton. En este caso se tiene lo siguiente:

—

Fheta =mad = (mgcos(0) — F,)7 — (mg sin(6) + 0529'|9|) 0 = —ml0%*r 4+ meio

= —mlh? = mgcos(d) — F, ; mlh = —mgsin(h) — a06|0)
Entonces, a partir de la ecuacién para 0 se tiene que:

mll = —mgsin(0) — ol®0|0] = 6+ 169]9\ +2 sin(f) =0

m 14
Esta ecuacion no se puede resolver de forma analitica, incluso al ocupar la aproximaciéon de angulos
pequenos, por lo tanto no se puede avanzar mas desde acd con técnicas usuales del curso. Una
aproximacién que puede realizarse en estos casos (para al menos obtener un resultado analitico) es la
de sobreamortiguamiento, la que nos dice que el término de la primera derivada temporal es mucho
mayor que el término de la aceleracion, lo cual ocurre cuando o es muy grande. Si tomamos ese

régimen podemos ignorar el término 6, y entonces:

mg
ol?

Al reemplazar en la expresion (6) y desarrollar se tiene lo siguiente:

= %9|9| + %sin(G) ~0 = 0|0] ~ ——= sin(h)

0
Wheto = mgl (cos(fy) — 1) — mgl | sin(6)df = mgl (cos(p) — 1) — mgl(— cos(0) + cos(fp))
0o

= Wheto = mgl(cos(6p) — 1 —cos(fp) + 1) = |Wheto =0

Tomando en cuenta que el régimen es sobreamortiguado, el péndulo se detendra en la posicién
vertical, de tal manera que parte del reposo y termina en el reposo, por lo tanto su diferencia de
energia cinética (y en consecuencia el trabajo neto) es nula. Desde un punto de vista fisico tiene
sentido; el peso realiza un trabajo positivo que aporta energia a la particula para que esta acelere,
mientras que el roce hidrodindmico intenso realiza una fuerza de roce que disipa toda esta energia,
de tal manera que la suma de los dos aportes es nulo, haciendo que la particula se detenga al llegar
a su posicion de equilibrio.



