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P1.- Dinamica de una boya:

a) Considere una boya en forma de cono de radio R, altura H y masa M, la cual se distribuye de manera
uniforme. Esta boya flota en el mar, cuya superficie consideraremos en reposo. Ya que la masa se
distribuye de manera uniforme podemos inferir que el centro de masa tiene que estar contenido en
el eje de simetria del cono, por lo tanto si usamos el nivel del mar como origen, lo que queremos es
estudiar el movimiento del punto en la posicién Yy, el cual se muestra en la siguiente figura:

Dado que queremos estudiar la dindmica de este sistema de muchas particulas, usamos la 2da ley de
Newton para el centro de masa, es decir:

F9 — MR, (1)

neta

Podemos notar que las tnicas fuerzas que actiian sobre la boya son su peso Mg, y la fuerza de
empuje F’;, que es proporcional al volumen de agua desplazado al hundirse. Si asumimos que la boya
no se deforma, tendremos que la distancia desde la punta de esta hasta el centro de masa (a la
cual llamaremos D por ahora) es constante, y con la ayuda de esta distancia podemos expresar la
distancia de hundimiento de la boya, con lo cual podremos calcular el volumen que se hunde. Todo
se representa graficamente en la siguiente figura:
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Usando el radio r y la distancia h = D — y.,, podemos calcular el volumen Vy de la porciéon de cono
sumergida en el agua:

1 1
V= gmﬂ = V,= §7T7~2(D ~ Yom)

Usando semejanza de tridngulos es posible obtener r en funcién de la variable yepm:

r R R R
nem o Tt T TP ven)
Entonces:
TR2
sziD_ Cm3
= Vo= 353D~ yem)

Del dibujo anterior podemos notar que, para que el problema tenga sentido fisico, se debe cumplir
que Yem € [D — H, D], con lo cual V5 > 0. Ahora, la magnitud del empuje es igual al peso de agua
desplazada, y si consideramos que pg es la densidad del agua, entonces:

pogmR?
3H?2

Tomamos en cuenta un sistema de referencia con ¢ perpendicular a la superficie del mar, apuntando
hacia afuera de este. Entonces, dado que la fuerza de empuje siempre apunta hacia afuera del fluido,
la fuerza neta (asociada a fuerzas externas) que se aplica sobre la boya es:

’ﬁe| = P()ng = ’ﬁe| = (D ycm)3

pogm R?
3H2

neta neta

Fext) |F |y Mgj = F(ext) _ ( (D—ycm)3 —Mg) g

Si usamos como origen el punto de la superficie del mar por el cual pasa el eje de simetria del cono,

tendremos que Rem = Yem¥, con lo cual Rem = Jemy. Entonces, al aplicar la 2da ley de Newton (1)
para el centro de masa, se tiene lo siguiente:

pogm R? pogm R
3H?2 3MH?

Para completar el calculo nos falta la distancia D, que corresponde a la posicion del centro de masa
medida desde la punta del cono. Por definicién, el centro de masa de un sistema de particulas con
una densidad de masa volumétrica p es:

Ren =7 [ | ol

En esta expresion M es la masa total del sistema de particulas, 7 representa punto arbitrario del
sistema, p(7) es el valor de la densidad en dicho punto, y dV es el volumen infinitesimal ubicado
en ese punto del espacio. Para el caso del cono usaremos como origen la punta de este, y usaremos
un sistema de coordenadas cilindricas {r, ¢, z} con 2 apuntando paralelo al eje de simetria, desde la
punta hacia la base del cono, tal como se muestra en la figura de la pagina siguiente. Por la forma
del sistema podemos notar que las integrales para r y z no son independientes entre si, ya que para
distintas alturas los limites de integracion para la variable radial también son distintos (o al revés,
para distintas distancias radiales los limites de integracion para la variable z son distintos). Usando

Mycm - (D ycm) - Mg = ycm = (D - ycm)3 ) (2)
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semejanza de tridngulos en la figura mencionada anteriormente, el limite superior rpyax de la variable
radial puede expresarse de manera explicita en funcién de la variable z:
Tmax 1% R

. — & = Pmax(2) = ﬁz

Con esto, los limites de integracion de nuestras variables son:

pe0,2n) ; z€[0,H] ; 7|0, rmax(2)]

Entonces, usando la posicién ¥ = r + 22 y el diferencial de volumen dV = rdrdzd¢ de coordenadas
cilindricas, ademés de usar p(7) = p uniforme, se tiene lo siguiente:

. 1 27 rH  Tmax(2)
Rem = */ / / (rit + z2)prdrdzdeo
M Jo Jo Jo

. p 2r rH %z 2w rH %z
= Rem=— / / / r?pdrdzdg +/ / / zrzdrdzdg
M\{Jo Jo Jo o Jo Jo

Es importante recordar que los inicos vectores unitarios que pueden salir indiscutiblemente de una
integral son los asociados a coordenadas cartesianas (es decir, &, § y 2), ya que los demds vectores
unitarios pueden depender de alguna de las variables a utilizar. Por ejemplo, en este caso el vector
unitario 7 depende implicitamente del dngulo azimutal ¢, ya que # = cos(¢)& + sin(¢)y, y por lo
tanto no podemos sacarlo de la integral mostrada anteriormente. Es méas, al momento de integrar
este vector unitario con respecto a ¢ en un dominio de tamano 27 (o un multiplo de 27) el resultado
es nulo:

27 27 2 9 9 2 .
/ pdp = 2 / cos(¢)dé + i / sin(¢)de = & [sin(¢)]|2" + 9 [~ cos($)] = / idp =0
0 0 0 0

Entonces, al reemplazar en nuestro calculo anterior tendremos que:

2r rH £,

— P . H
= Rem = 72'/ / / zrdrdzd
M Jo Jo Jo ¢

Podemos integrar con respecto al angulo, lo cual nos entrega un factor 27, entonces:
~ 2np . (H 7 - 2mp . [H R?
= Rem=—-2 z / rdr |dz = Rem = —2/ 2 =27 | dz
cm M 0 ( 0 cm M 0 52

. R2 H R2 H4 . R2 H2
= Rcm:ﬂ-MpHQ’é/O Z3d TP % Lé

2= g s 7 e =g
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Como p no es dato debemos escribirlo en funcién de la masa y las dimensiones del sistema de
particulas, para lo cual recordamos la definicién de la masa total del sistema:

- ff oo

En el caso en que la densidad p es uniforme, el lado derecho de la expresién anterior puede escrbirse
como la densidad por el volumen total del sistema de particulas. Como el volumem de un cono es un
tercio del volumen de un cilindro con las mismas condiciones, se tiene lo siguiente:

1 3M
M = -nR*H =
g e = p= ey

Entonces, al reemplazar este resultado en la expresién para R, se tiene lo siguiente:

- TR*H? 3M - 3
= Rm=—"———>F5—-%2 = Rem=-HZ

o 4M 7mRH g
Entonces, con este resultado podemos inferir que la distancia D que aparece en la ecuacién de
movimiento (2) es %H . Con este resultado, la ecuacién de movimiento es finalmente:

. _ pogrR? (3, 3
o = gz 311~ vem) — 9

Se nos pide considerar desplazamientos del centro de masa que sean pequefios en comparacién con la
altura de la boya, es decir, ye.m < H. Desde un punto de vista cuantitativo esto significa que debemos
desarrollar el lado derecho de la ecuaciéon de movimiento en una serie de potencias', y quedarnos
con los términos que son constantes o a lo mas lineales con respecto a la variable y.,, descartando
aquellos términos asociados a potencias mas grandes de dicha variable. En este caso particular es
sencillo, ya que basta con desarrollar el cubo de binomio que se presenta, y quedarnos sélo con los
términos anteriormente mencionados. Entonces:

. ,OogT('R2 27 27 9
yCmZW( 3—7H2ycm+*Hy§m_y§m -9

64 A 1
. pogmR? (27 o 27 >
= N —— | — - —H -
Yem = S0 H? (64 g Yem )T
. 9pogm R? 9pogr RZH
:> — _
Yom + g Yem 640 g

Podemos notar que se obtiene la ecuacion de movimiento de un oscilador arménico, donde la frecuen-
cia de oscilacion w se puede identificar a partir de la constante que acompaia a Y., al lado izquierdo

de la ecuacién. Entonces:
9pogm R?
= — [ 2097
Y=V Tam

"https://es.wikipedia.org/wiki/Serie_de_Taylor
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P2.- Cono de helado cayendo:

a) Para entender c6mo abordar cuantitativamente este problema conviene hacer un anélisis cualitativo
de la situacién. Si ubicamos un cono de helado de manera perfectamente vertical entonces tendremos
un equilibrio entre el peso de este cuerpo y la fuerza normal que ejerce la superficie de apoyo, de tal
manera que no existe traslacién. Por otro lado estas fuerzas actiian en una direccion paralela al eje de
simetria del cono de helado, por lo tanto no generan ningiin torque respecto al iinico punto alrededor
del cual podria rotar, que corresponde al punto de apoyo con el suelo (ver figura més abajo). Esto
permite que exista un equilibrio que, a pesar de ser inestable, puede permanecer vigente por un largo
tiempo?, hasta que alguna perturbacién haga que se incline ligeramente en una direccién fuera de la
vertical. Una vez que esto pasa, y si existe suficiente roce con la superficie de apoyo, el peso genera
un torque sobre el cuerpo que favorece una rotacién hacia el suelo, lo que puede traducirse en que el
torque del peso genera una aceleraciéon angular sobre el cono, tal como se representa en la siguiente
figura:

H

O

Con esto podemos entender que la ecuacién de movimiento = #(6) involucra términos asociados
al peso del cono de helado, ademdas podemos entender que la forma de abordar este problema es a
través de la ecuaciéon de movimiento rotacional de un sistema de particulas, la cual nos dice que el
torque neto que generan las fuerzas externas (en este caso el peso) es igual a la derivada del momento
angular con respecto al tiempo, es decir:

Lext) _ Ly
TO - (3)
dt
Usaremos un sistema de ejes cartesianos tales que & apunta en la direccién horizontal hacia la derecha,
e § apunta en la direccién vertical hacia arriba, y de esta forma se tiene que Z apunta hacia afuera
de la pagina. Por otro lado, como estudiaremos la dindmica rotacional del sistema en torno al vértice
del cono de helado, usaremos ese punto como origen, tal como se muestra en la figura anterior.
El torque ejercido por una fuerza F' aplicada en una posicion 7 con respecto al origen O se calcula
de la siguiente forma:
T, =7 xF
Las tnicas fuerzas externas que actian sobre el cono de helado son su peso Fy, una fuerza normal
Fy desde el suelo, y una fuerza de roce Fr que detiene el posible deslizamiento del cono de helado.

2Este equilibrio es facil de mantener con escobas: https://www.youtube.com/watch?v=cOulMVKxogA


https://www.youtube.com/watch?v=c9ulMVKxogA
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Tomando en cuenta eso, el torque neto externo estd compuesto por tres posibles torques:
Aot =7 4 7 47, = 7O = (7 x F)) + (Fy x Fy) + (7, x Fp)

Ya que la fuerza normal y el roce se aplican justo en el vértice del cono de helado, que corresponde
al origen de nuestro sistema de referencia, se tiene que 7, = 7, = 0, y entonces:

= F((f’(t) =7 X _’g
El peso del sisema completo es F,=—-M g7y, el cual se ejerce en el centro de masa del sisema. Como

resultado de la P2 de la clase auxiliar 7 se sabe que la distancia R, desde el vértice del cono hacia
su centro de masa es:
3pcH? + 3pR? + 2p,RH

peH +2ps R

R, =

Usando esta distancia, el angulo 6, y recordando cémo alineamos los vectores & e ¢, se tiene lo
siguiente:

7, = Rcsin(0)2 + R cos(0)3

Entonces, el torque generado por el peso (y en este caso el torque externo del sistema) es:

75 = (Resin(9)2 + Recos(9)§) x (~Mgg) = 75 = —MgRcsin(6)2 (4)

o

Ahora nos falta obtener la derivada temporal del momento angular. Segtin el enunciado, el momento
angular del sistema puede escribirse como EO = I&, donde I es una constante conocida® y & es el
vector velocidad angular, el cual apunta en direccién perpendicular al plano de rotacién, y en un
sentido dado por la regla de la mano derecha*. Tomando en cuenta esto, y recordando que 2 apunta
hacia afuera de la pantalla, se tiene que & = —62, donde 6 es la velocidad asociada a la coordenada
0, v entonces:

- ) dL B}
Lo=—162 = —2 =16z (5)

Entonces, reemplazando las expresiones (4) y (5) en la ecuacién de movimiento rotacional (3) y
desarrollando es posible obtener la ecuacién de movimiento para 6:

_MgResin(6): = —162 — |§ = 9%

sin(#)

Ya que sin(f) es positivo durante toda la caida, con este resultado podemos inferir que la acele-
racion del cono de helado es positiva en todo instante de tiempo, lo que significa que el cono cae
inevitablemente al suelo.

3Esta cantidad corresponde al momento de inercia del sistema, que cuantifica la inercia rotacional asociada a un eje perpendicular
a la pagina y que pasa por el vértice del cono.

4La direccién y sentido de & es paralela a la direccién y sentido en la cual apunta nuestro pulgar derecho cuando seguimos la
rotacién asociada a la velocidad con el resto de los dedos de dicha mano.
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b) Queremos encontrar el dngulo critico 6, en el cual el cono de helado se despega del suelo, que
corresponde al valor de 6 para el cual la fuerza normal Fj es nula. Para encontrar esta fuerza
necesitamos usar la 2da ley de Newton para el centro de masa, la cual nos dice que:

F’(ext) _ Mﬁcm

neta

De la parte anterior podemos notar que Rem = T, entonces:
Rem = Re sin(0)& + Rccos(0)y = éem = R0 cos(0)z — R.0 sin(6)y
= écm = (Rcé cos(f) — R.6> sin(G)) T+ (—Rcé sin(f) — R.6* COS(G)) Y

Por otro lado, a partir de la figura inicial se tiene que F’;ng;) = Frat+ Fny— M gy. Entonces, al juntar

todo en la 2da ley de Newton y separar en ecuaciones escalares se tiene lo siguiente:

Fri+ Fnyg— Mgy=M (Rcé cos(f) — R.6? sin(@)) T4+ M (—Rcé sin() — R.0> cos(@)) ]
= Fr = MRfcos(d) — MR.G*sin(0) Fy — Mg = —MR.0sin(0) — MR.6? cos(0)
A partir de la ecuacién asociada a §j podemos obtener la fuerza normal:
Fy = Mg — R.0sin(f) — R.6? cos(h)
Para encontrar el angulo critico 6, necesitamos que F sélo dependa del angulo 6, por lo tanto debe-
mos encontrar expresiones del estilo #(0) y 0(0). Esta ultima expresién es directamente la ecuacién
de movimiento obtenida en la parte anterior, entonces al reemplazar en Fly:

2 12 .
MZgR. sin?(0) — R.6? cos(0)

= FN:Mg—

Para obtener 02 integramos la ecuacién de movimiento con el cambio de variable 6 = Hg—g y las
condiciones iniciales 6(0) =0 y #(0) = 0:

. MgR. .d) MgR. 0. . MgR. [?
i = MR G0y = 9% _ MIFe o) = / e’de’zgR/ sin(6')d6’
do I 0 0
1. MaR . 2MgR,
- 502 = i °(1—cos(d)) = 0%(0) = Ig °(1 — cos(8))

Entonces, al reemplazar en la expresion anterior para Fj podremos obtener la fuerza normal en
funcién del angulo de inclinacion:

M2 2 2M2 2
= Fy(0)=Mg— }qRC Sin%@)—%RC

Para encontrar el dngulo critico 6, imponemos la condicién Fy(6,) = 0:

cos(0)(1 — cos(#))

M2 2 2M2 2 2M2 2
Mg — gR; SiHZ(Q*) _ 79RC cos(6,) + %RC COSQ(Q*) =0
2M>gR? M?gR?
= Mg — 200 o) + M9 (5.0052(0,) — sin?(6.)) = 0
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Usamos la relacién sin?(6,) = 1—cos?(f,) para armar una ecuacién cuadratica para cos(fy), entonces

2M?gR? M?gR?
28 I os(0,) + 97 (20082 (0,) — 1+ cos?(6,)) = 0

MQgR?) 0
I

= Mg -

M2 2 2M2 2
= % cos?(6.) — ngC cos(6y) + (Mg -

2,2 2,R2\2  12M20R2 240R2
2MIgRC \/(2MIgRC) ZMIgRC (M MIgRC>
= cos(f,) =

6M2gR2
1

Desarrollando esta expresién e invirtiendo la funcién coseno se tiene finalmente que:

12 T
b =cos (=4[5 -
B e (3 9 3MR§>

Ya que no se conoce informacién sobre la constante I, no tenemos suficiente informacién como para
descartar alguno de los dos signos, por lo tanto dejamos el desarrollo hasta este punto. En caso de
conocer el valor de I, tenemos que escoger el signo tal que el valor absoluto del argumento de la
funcién arcoseno sea menor a 1.



