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P1.- Particula en canal inclinado:

Se quiere encontrar la rapidez de una particula de masa m dentro de una caja de vidrio muy delgada
(aproximadamente unidimensional) de longitud L llena de un liquido viscoso e inclinada en un dngulo a y
que rota con una velocidad angular w, donde « y w son constantes. El sistema se representa en la siguiente
figura:

Para encontrar la rapidez de la particula a lo largo del canal es necesario encontrar la velocidad ¢’ de esta,
para lo cual debemos integrar la aceleracién d. Para obtener la aceleracién aplicamos la 2da ley de Newton
ﬁncta = md, donde la fuerza neta y la aceleracion deben expresarse usando un sistema de coordenadas
conveniente segun el tipo de geometria presente en el sistema. En este caso particular, cuando la caja esté
rotando a la vez que la particula se mueve dentro de esta, la trayectoria descrita por la particula en si
estard contenida en la superficie de un cono cuyo angulo de apertura con respecto a su eje de simetria
es 5 — «, el cual es constante. En este tipo de situaciones es conveniente utilizar coordenadas esféricas

para representar el movimiento de la particula, y por ende, para representar @ y Fleta. La conveniencia
viene del hecho de que el movimiento de la particula a lo largo de la caja ocurre en la direccién radial 7,
y ademads, el angulo cenital 6, que se mide con respecto al eje vertical, es igual a 5 — a constante, de tal
manera que § = 0y 8 = 0. Por altimo, la velocidad angular w puede identificarse con la velocidad angular
é de las coordenadas esféricas, de tal forma que ¢ = w, y como w es constante, entonces ¢ = 0. Con todo
esto, la aceleracién de la particula en coordenadas esféricas se representa! de la siguiente forma:

@ = (i — rw?sin®(0))7 — rw?sin() cos(0)f + 2wr sin(6)d (1)

Para la fuerza neta ﬁneta se tiene el peso —mgZ, la fuerza de roce viscoso —em, (donde ¥, es la velocidad
de la particula en un sistema de referencia que se mueve junto con la caja), una fuerza de contacto —F..0
que aparece como una reaccion al peso, y otra fuerza de contacto chg?) que cuantifica el hecho de que
la caja estd empujando constantemente a la particula desde el lado de forma tal que esta siga el mismo
movimiento que la caja. Todas las fuerzas (menos el roce viscoso) se muestran en la figura de la siguiente
pagina.

1 . .z , . . . ,
En estas expresiones § = 7 — « es constante, lo dejé asi para simplificar las expresiones y se reemplazara en el resultado final.
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Entonces, la fuerza neta Fjei, €s:

—

Flreta = —mgf - Fclé + chqg —cmd

A partir de la figura notamos que % se puede expresar en funcién de 7 y 6 usando el angulo 0, de forma
tal que 2 = cos(0)7 — sin(@)é. Por otro lado, para la fuerza de roce viscoso —cm, podemos notar que
la particula se mueve a través del liquido sélo en la direccion radial 7, ya que la velocidad asociada a la
direccién ¢ no genera un desplazamiento interno de la particula. Tomando en cuenta eso, en el sistema
de referencia que se mueve junto con la caja se tiene que ¥, = 7, de tal forma que —em¥, = —cmirs.
Reemplazando todo esto en la fuerza neta se tiene que:

Fheta = —mg cos(0)7 + mgsin(0)0 — Fu0 + Fuod — cmip

= Foeta = (—cmi- — mg cos(0))7 + (mgsin(f) — Fu)0 4 Feg

—

Entonces, aplicamos la 2da ley de Newton ma = Fjeta usando esta expresion y la aceleracién @ mostrada
en (1), con lo cual se obtiene lo siguiente:

(mi—mrw? sin®(0))F—mrw? sin(f) cos(0)0+2mwr sin(0)¢ = (—emi—myg cos() )i+ (mg sin(0)—F.1 )0+ F.ob

Igualando las componentes correspondientes a un mismo vector unitario a ambos lados de la expresion
anterior se obtienen las siguientes ecuaciones:

mit — mrw? sin(0) = —emi- — mg cos(6)
— mrw?sin(f) cos(d) = mgsin(f) — Foy ; 2mwr-sin(0) = Feo

Las expresiones asociadas a las direcciones 0 y ¢ nos entregan una forma de despejar las fuerzas de contacto
que se ejercen con las paredes de la caja en funciéon de la posicion radial r y la velocidad 7

Fui(r) = mw?rsin(0) cos(0) +mgsin(f) ;  F.o(r) = 2mwr-sin(6)

La expresion asociada a 7 nos entrega la ecuaciéon de movimiento para la coordenada radial r:

mit — mrw?sin?(0) = —emi- — mgcos() = 7+ o — w?sin?(0)r = —g cos(h)
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Usando la relacion 6 = 5

« se tiene que:

sin(f) = sin <72T — a) = sin <72T) cos (o) — cos (;T) sin (o) = sin(#) = cos(w)

cos(f) = cos (;T - a) = cos (g) cos (a) + sin (g) sin (o) = cos(f) = sin(«)

Entonces, la ecuacién de movimiento para la coordenada radial r en funcién de los parametros del problema
estd dada por la siguiente ecuacién diferencial ordinaria:

2

it + e — w? cos?(a)r = —gsin(a)

Esta ecuacion correponde a una EDO lineal no homogénea de 2do orden. Para resolverla conviene hacer
un cambio de variable sumando una constante B a la funcién r que nos permita convertir esta EDO a una
de las mismas caracteristicas, pero homogénea, es decir, nos conviene usar r = r’ + B, con lo cual 7 = 7/
y 7 = /. Para encontrar la constante B adecuada para el cambio de variable imponemos que la ecuacién
diferencial para r’ sea homogénea:

i 4 ' — w? cos?(a)(r' + B) = —gsin(a) = # + ¢ — w? cos?(a)r’ — Bw? cos?(a) = —gsin(a)
= i 4 ' — w? cos?(a)r’ = Bw? cos?(a) — gsin(a)

Entonces, si queremos que la EDO para r’ sea homogénea imponemos que el lado derecho sea cero, con
lo cual despejamos la constante B que nos sirve para el cambio de variable:

Buw? cos? _ adi -0 = B= M )
w” cos”(a) — gsin(a) Tcos?(a) (2)

Entonces, con este valor de B se tiene que:
i + o' — w? cos®(a)r’ =0 (3)

Como esta es una EDO lineal y homogénea usamos el ansatz r'(t) = r{e??, donde r{, es una constante.
Con esto se tiene que 7/ (t) = yrie? y #(t) = v*rhe??, y entonces al reemplazar en la EDO (3) podremos
despejar los valores de v que permiten que esta sea una solucién:

—c =t/ + 4w? cos? ()

V2re?t 4 eyrhe?t — w? cos?(a)rpe’ =0 = Y24 ey —w?cosi(a) =0 = v = 5

2 2
= 71:—;—1-\/(;) +w?cos?(a) ’)’22—;—\/(;> + w? cos?(a)

La solucién general 7/(t) es una superposicién de las soluciones que resultan con cada valor de ~, es decir:

(—S-i— (§)2+w2c052(a)>t+0 <—§— (;)2+w26052(a)>t
2€

— ( (§>2+w2 c0s2(oc))t

r'(t) = C1e! + Che™' = Cle

< (§)2+w2 COSQ(a)) t

= 7'(t) = e 3t |Che + Cqe
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Deshaciendo el cambio de variable r(t) = r/(¢)+ B usando el valor de B obtenido en (2), se tiene finalmente
lo siguiente:

( (5)2+“’2C052(a)>t _< (5)2+w2COS2(Q))t + gsin(a)

,Et
= r(t) =5 | Cre + Che Zeo(a) )

Como ya resolvimos la EDO, ahora debemos reemplazar las condiciones iniciales que conocemos para
despejar las constantes de integraciéon C7 y Cs. Sabemos que la particula parte en el extremo superior del
canal, de tal forma que r(0) = L, entonces:

T(O):L = 01+CQ+M:L = 01+CQZL—

w? cos?(a) e (5)

w? cos?(a)

Para la condicién inicial de la velocidad necesitamos 7(t), que se obtiene derivando la expresion (4) con
respecto al tiempo:

1) = (o (—c " ¢ (5) +e2 Cosz(a)) (V@ o)
+C (‘C - \/(C)2 + w? cos2(a)) 6(_5_ () e cosQ(a)>t "

La particula parte del reposo con respecto a la caja, con lo cual 7(0) = 0, y asi:

f(0)=0 = (_; X \/<;)2 + w? cos2(a)) Yo (g 1 \/(;>2 + w? cOSQ(a)) =0

\/(%)2 + w? cos?(a) +
\/(%)2 + w? cos?(a) —

Reemplazando en la expresion (5) se tiene lo siguiente:

V2 + dw? cos?(a) + ¢
V2 + dw? cos?(a) — ¢

[\Slle)

CQ = Clz CQ

= () =

o

V2 + dw? cos2(a) + ¢ gsin(a)
C Co=1— LT "7
V2 + dw? cos?(a) — ¢ 2 w? cos?(a)
(AT ) (o) () (1 k)
= 02 - = Cl —
2,/ + 4w? cos?(a) 2/ + 4w? cos?(a)

Con estos valores desarrollamos las constantes que acompafian a las exponenciales en la expresién para

7(t):

7 I — gsin(a)
o (_C n \/(C> 4 w? COS2(05)) ( oZe 005‘2(a)) ) < 2 + 402 cos?(a) + C) <\/62 + 4w? cos2(a) — c)
o

- 4/ + 4w? cos?(
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c c\? (L_ gsm(;z)))
= 5t (2> +w?cos?(a) | = R (02+4w20052(a)_c2)

4,/ + 4w? cos2 ()
sin(a)
c o\ 2 w? cos?(a) (L — wg 0052(a))
= C | —= 2 cos? 7
1 ( 5 + \/<2) + w* cos (a)) /& ¥ 42 cos? (@) (7)

De forma similar para Cs:

2 (L — gsin(a)
o (V@ ) - R (et ) (e
) (1 - gsin(a)
- 02 (_g _ \/(g) +w2 COS2(04)) — ( w2cos2(a)) (02 +4w2 COSQ(Oé) _ 02>

4./ + 4w? cos?(a)

2 w? cos?(a) (L — —g5inle)
= (O (—; - \/(S) + w? cosQ(a)> =— ( “JQCOSZ(D‘)>

V2 + dw? cos?(a) (®)

Entonces, al reemplazar las expresiones (7) y (8) en la expresién (6) para la velocidad radial 7(¢), se tiene
finalmente lo siguiente:

) w? cos?(a )(L— WQiIOHS(f(‘L)) <_;+ (§)2+w20052(a)>t w? cos?(a )(L— WQ(S;“S(QO(‘))) <_;_ (;)2+w2c052(o¢))t
= V2 + 4w? cos?(a) ¢ Ve + 4w? cos?(a)

o wreos?() (L - wgiﬂ‘sz‘fa (5) +w2cos2<a)> < (;)2+w2cos2<a>>t
> )= V2 + 4w? cos?(a —c
2w COS ( ) (L - wgiiarlbzaa % +w2 COS2(a))t — €< (%) +w2 Cosg(a)>t
= R(t) =
#o) V2 + 4w? cos?(a 2

2w? cos?(ar) L — _gsina)

. UJQCOSZ(Q) c\? 2 9
= |7(t) \/02+4w20032( ) e~ 2'sinh <2> + w? cos?(a)t
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P2.- Péndulo esférico:

a) Consideramos un péndulo de longitud ¢ y masa m cuyo movimiento no esté restringido a un plano

vertical (como el péndulo simple), sino que puede moverse libremente en el espacio con la tnica
condicion de que la cuerda se mantenga siempre tensa. Esta condicion puede entenderse también como
que la particula puede moverse angularmente en cualquier direccién y sentido, siempre y cuando se
mantenga a una distancia L constante con respecto al pivote. En este tipo de casos donde la particula
se mantiene a una distancia fija desde algtin punto y puede moverse en cualquier direccion del espacio
conviene abordarlos haciendo uso de las coordenadas esféricas.
Las coordenadas esféricas corresponden a un sistema de coordenadas curvilineas ortogonales que se
utiliza para determinar la posicién espacial de un punto mediante una distancia r (distancia radial)
y dos éngulos 6 (polar) y ¢ (azimutal). La distancia radial r se mide directamente desde el origen
hasta la particula de interés, mientras que el dngulo polar 6 se mide desde el eje vertical 2 hasta
el radio que une el origen con la particula, y el dngulo azimutal ¢ se mide desde el eje & hasta la
proyeccién del radio recién mencionado. Todo se muestra en la siguiente figura:
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Como queremos encontrar la ecuacién de movimiento del péndulo debemos usar la 2da ley de Newton
ﬁneta = md. El movimiento descrito por el péndulo esférico es perfecto para ser descrito en coorde-
nadas esféricas, ya que la particula asociada a este péndulo se mueve siempre sobre la superficie de
una esfera imaginaria de radio r = £ constante, de tal forma que si usamos como origen el pivote
del péndulo, entonces la posicién de esta particula en coordenadas esféricas es ¥ = ¢#. Esto es una
ventaja ya que las derivadas temporales de la posiciéon radial son nulas, es decir, 7 =0 y # = 0, con
lo cual la aceleracién de la particula es:

@ = (£ sin®(0) — £0%) 7 + (€6 — €67 sin(0) cos(0) ) O + (6 sin(0) + 20¢0 cos(0)) & (9)

Ahora, si queremos usar el angulo cenital 6§ como el dngulo de equilibrio del péndulo, necesitamos
utilizar un sistema de referencia donde 2 esté apuntando hacia el suelo (ver figura en la pagina
siguiente), de tal forma que la definicién de 6 sea consistente con la mostrada en el diagrama anterior.
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Tomando en cuenta eso, el peso de la particula es mgZ, mientras que la tensién es —Fp7, la cual
apunta desde la particula hacia el pivote (origen), y por lo tanto va en la direccién radial negativa.
Con esto, la fuerza neta que actia sobre la particula es:

—

Freta = mgz — Frt
Usando la relacién 2 = cos(0)7 — sin()0 se tiene que:

— A

= Fheta = (mgcos(0) — Fr)i — mgsin(6)6 (10)

Entonces, aplicando la 2da ley de Newton Fieia = md usando las expresiones (9) y (10), se tiene lo
siguiente:

(mg cos(0) — Fr)? —mgsin(0)0 = (—mfgf? sin?(9) — m€92) 7+ (mf@ — mld? sin(h) cos(@)) 0

+ (méqﬁ sin(6) + 2m€q§é cos(9)> (;AS

Tomando en cuenta que las componentes correspondientes a un mismo vector unitario a ambos lados
de esta expresién deben ser iguales, se obtienen las siguientes ecuaciones escalares:

mg cos(d) — Fr = —ml¢?® sin?(0) — me6?
— mgsin(0) = mlh — mlg? sin(h) cos(h)  ; 0 = mlpsin(0) + 2mleh cos(0)
La primera expresién nos sirve para despejar la tensién:

Fr(6,60,$) = mg cos(8) + mld? sin?(0) + meh> (11)

Las otras dos expresiones nos permiten obtener la ecuacién de movimiento para los dngulos 0 y ¢:

200 cos()

sn(@) O

6 — ¢?sin(f) cos(f) + %sin(ﬁ) =0 ; ¢+

Ahora se afiade un motor que ejerce una fuerza F, = mlph cos(0) en la direccién qg Esto es equivalente
a afladir un término Fi¢ a la fuerza neta en la 2da ley de Newton, que es equivalente a agregar el
término mlod cos(6) al lado derecho de la ecuacién escalar asociada a ¢. Entonces:

mlgh cos(0) = mlepsin(h) + 2mlph cos(0) = ¢sin(h) + ¢b cos(d) =0



Facultad de Ciencias Fisicas y Mateméticas Universidad de Chile

La tension Fr estd dada por la expresion (11) obtenida en la parte anterior, sin embargo, a pesar de
que esta expresion depende de 0, también depende de las velocidades 6 y é. Si queremos obtener esta
tension sélo en funcién del angulo 6 necesitamos encontrar estas velocidades en funcién del angulo
cenital, es decir, debemos encontrar explicitamente las funciones ¢(8) y 6(6).

Para ¢(f) podemos notar que el lado izquierdo de la expresién ¢ sin(6)+ @6 cos(f) = 0 es una derivada
de una multiplicacion:

$sin(0) + ¢hcos(f) =0 = % ((;5 sin(&)) =0

Cuando la derivada total de una magnitud con respecto al tiempo es cero, dicha magnitud es cons-
tante, entonces:

< (dsn(®) =0 = dsin(e) = C

Asumiendo que el péndulo parte desde un dngulo cenital 6(0) = p con una velocidad tangencial?
#(0) = wp, entonces:

$(0)sin(A(0)) =C = C =uwpsin(by) = ¢sin(f) = wysin(fy) = ¢(0) = w (12)

Para encontrar 6(#) usamos la ecuacién de movimiento asociada a este dngulo y la relacién 6 = ég—g
para la 2da derivada:
g b _ g

T g . _ i g
0 — ¢~ sin(6) cos(8) + Esm(Q) 0 = 0d«9 Zs1n(9)+

wd sin?(6p) sin(6) cos()
sin?(6)

0®) . . 0 9 cos(0')
a’de’:—Q/ sin(0)do’ + w? sin(0 / o’
= /9'(90) 0 Jo, sin(#")df" + wg sin”(6p) . Sm(0)

Para la integral de la izquierda imponemos que inicialmente el péndulo sélo se mueve en (i, de tal
forma que 9(00) = 0. Por otro lado, para la segunda integral del lado derecho notamos que la funcién
del denominador (es decir, cos(6’)) es la derivada de la funcién que estd en el denominador (es decir,
sin(#')), y entonces la antiderivada asociada es igual a In(|sin(6’)|), y asi:

= 382 = 7 [ cos(#)][§, + <R sin*(B0) [in(|sin(@")]
= 6%(9) = 279 [cos() — cos(p)] + 2wd sin?(fg) In ( ssllr?((;o)) ) (13)

Dado que la expresién para Fr involucra 62, no es necesario aplicar la raiz cuadrada. Entonces, al
reemplazar las expresiones (12) y (13) en la expresiéon (11) para la tensién, se tiene finalmente que:

mlw? sin? sin? sin
Fr(0) = mg cos(6) + 2 Singig)) (6) +m {2; [cos () — cos(o)] + 2w sin®(6p) In ( sin((;o)) )}
= | Fr(#) = 3mgcos(f) + 2mlw? sin®(6) In < :lzl((:o)) > + mlw? sin?(6p) — 2mg cos(fy)

2 .2 . P P
Cambié esto con respecto al enunciado porque de otra forma tendriamos un péndulo plano.



