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P1.- Torque, energía y pequeñas oscilaciones

Tres partículas de masa m están en los vértices de un rectángulo de a ◊ b, formado por varas

ideales de masa despreciable. El cuarto vértice está fijo a un punto P (ver figura). El rectángulo

puede girar en torno a un eje que pasa por P y es perpendicular a la figura.

a) Usando torque y momentum angular calcule la ecuación de movimiento para el ángulo con

respecto a la vertical „ (en la figura es –)

b) Usando a) calcule el punto de equilibrio del sistema y usando expansión en serie de Taylor

encuentre la frecuencia de pequeñas oscilaciones en torno a este punto de equilibrio

c) Para comprobar su resultado anterior, exprese en función de „ la energía potencial del sistema

y con esta calcule la frecuencia de pequeñas oscilaciones

d) Encuentre la expresión, en función de „ y „̇, de la fuerza que ejerce el pivote P
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Considere a= Bb
.



Formulario
Puntos de equilibrio

De tener únicamente fuerzas conservativas (o que las no conservativas no ejerzan trabajo), los

puntos de equilibrio r0 cumplen que

ˆUtot(r)

ˆr

----
r=r0

= 0.

Estos puntos pueden ser equilibrios estables o inestables según el signo de la segunda derivada

ˆ2Utot(r)

ˆr2

-----
r=r0

> 0 (estable) ;
ˆ2Utot(r)

ˆr2

-----
r=r0

< 0 (inestable) ,

donde Utot está en función de la coordenada r y es el potencial total del sistema, o sea

Utot(r) =

ÿ

i

Ui(r) .

Si la energía puede ser escrita en función de una sola variable, en este caso r, la frecuencia de

oscilación en torno a los puntos de equilibrio estables está dada por

Ê =

Û
ˆ2Utot(r)

ˆr2

----
r=r0

1

m
.

Centro de masa

En un sistema de partículas el centro de masa, CM, se calcula como

R̨CM =
1

Mtot

nÿ

i=1
mir̨i,

donde Mtot es la suma de todas las masas, y mi y r̨i la masa y la posición de la i-ésima

partícula del sistema.

Se puede calcular la ecuación de movimiento del CM con una fórmula idéntica al caso de una

sola partícula

Mtot
¨̨
RCM =

ÿ

j

F̨ ext
j ,

donde F̨ ext
j es la j-ésima fuerza externa que actúa sobre el sistema.
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Serie de Taylor

La frecuencia de pequeñas oscilaciones también se puede encontrar para problemas más ge-

nerales (por ej. considerando fuerzas disipativas). Primero debemos encontrar la ecuación de

movimiento, que en general sería algo como:

q̈ ≠ 1

–
Ftot(q) = 0.

Ahora, consideramos una pequeña oscilación de la forma q(t) = q0 +”q(t), donde q0 es el punto

de equilibrio y ”q(t) π 1 ’t, así que podemos expandir en serie de Taylor la fuerza total de la

siguiente forma:

Ftot(q = q0 + ”q(t)) =

Œÿ

k=0

d
kFtot(q)

dqk

---
q=q0

(”q(t))k,

donde por definición de punto de equilibrio, q̈ = 0 en q = q0, tenemos que Ftot(q0) = 0. Y

como ”q π 1, nos podemos quedar hasta primer orden en la expansión, así que obtenemos

”̈q ≠ 1

–

dFtot
dq

---
q=q0

”q = 0

… ”̈q + Ê2”q = 0

que es una EoM para la perturbación ”q y que a este orden tiene la expresión de un MAS, con

frecuencia:

Ê2
:= ≠ 1

–

dFtot
dq

---
q=q0

.

Debido a que F̨ = ≠ÒU , en nuestro caso tendríamos

≠dFtot
dq

---
q=q0

=
d

2U

dq2

---
q=q0

,

así que recuperamos la fórmula conocida

Ê2
=

1

–

d
2U

dq2

---
q=q0

.
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Auxiliar 15
P1 N-Fe

d
·

-
a) Queremos ocupar la relacion v ↳ If #+ b

A
d Irox = pet (1)

1

primero definamos las posiciones de
las particulas M Utiliz

d
tot ( A.ando el Sistema

dibujado , (. , Y
,
tenemos

3

DF = b
-E = b - a

unig
- Es = -d

por lo que sus velocidades (derivando) son: sind g
rig cosd

↳ En = b L -

· Ez =b + ad mig
↳ = ad

Ahora, calculemos el momentum angular de cada particula , I:, ocupando
Li = MiFix

,
mi=m Vi

[1 =mbjx(b) =mbk
· Ec =m(b -a)x(b +a) = mbk +ma
[s = -max(9) =ma

por lo que el mont . Ang .

total seria

[t = 2 m (a +by => dar = 2m(a2+b

Nos faltaria calcular los forques sobre cada particula.



Para ocupar (1) solo consideramos fuerzas externas, que en este caso seria la fuerza
peso , que para las tres particulas se descompone como

m=mgod-mgsind.

Ocupando
Fext = F: X Elatiet

obtenemos

↳ = bx(mgcod - mgsind) = -mgbsind
x = (b -a) x(mgcod - mgsindl = - mgbsingk +ugacosd
= - a x(mgcosd - mgsind = migacos

asi que el torque externo total seria

·et-Ex = 2mg (acood-bsine i

Reemplazando en (1)
div =T(=> Im(a+by = Lmg(acood-bind
d

+ 9 (bsind-acosd) = O (2)
a

+

b

b) Los puntosde equilibrio se dam donde la acceleracion es O ,
asi que de (2) impone-

mos =0 en .

b sind . - accord . O

>. = arctan() = arctom (13) = I
donde usamos a= 136 (semedvid ponerlo en el enunciado). Ahora consideraremos
Pequinas oscilaciones como

It = b. + 80(t) ,
can 186(7/1 VE

Expandamos en Taylor el segundo termino de (2)
·Cos (d =d. +80= dreof (8d(" = Cos1d .) - Sin (d.) 86 +0



* -E
· sin( =d. + 80) = sin (d. ) + cos(do 84 + Osp,

* E + He

Reemplazando en (2) , con = Sa
,
obtenemos

+ b [b( + 18d) -Bb(f - 18d)) = 0

- + 986
que es la ec. de un M.

A. S., donde identificamos la frecuencia deoscilacion

W=
ab

C) Ahora hagamoslo con energia mecanica (que se conserva I

K =E Ki = m(2b +2) = Amob3c &

y la energia potencial es -
-......... ---

U= Vi =mg(zi + Ei + Ede ↳
donde · a

↳ E . = -bcosd z= -asind-bosd z= -asind

-U = -Lmg(asind + bosd) e
que al derivar 2 veces ------

de 1. = 2mg)-asindo-bcosd.) = Hmgi

y por la forma de (3) sabemos que

WBUld Id* Hungb=



d) Para la fuerza del pivote ocupemos
-> ext

Mo* cm = Frot (4)

dande Mo = Zimi = 3m y
Ran se calcula como

Rem= mini = (F-+ + Se

= E(by - ae

que tenemos que derivar dos veces

Ren =2(bra) c
= (b -b +! +a

- -(a -b + (b +a))

Las fuerzas externas son : los tres peso y la fuerza de pivote
· Eng = 3m = 3 (mgcosd - mgsind
· Fair = F,G + Fa

asi que (4) seria como

zm(( -b + (b +a) = 3 (mgcosd-mgsind) + F+ Fa

y las EoMs escalares :

j)2mb (B- = 3mgosd + Fe

Imb( +B) = -Singing F

donde si usamos la EoM de %
,
Ec. (2)

,
obtenemos F y Fa en funcion de dy

-- --

b

a

· m

mr *

Bim

· m


