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Torque, energia y pequenas oscilaciones

Tres particulas de masa m estan en los vértices de un rectangulo de a x b, formado por varas
ideales de masa despreciable. El cuarto vértice esta fijo a un punto P (ver figura). El rectangulo
puede girar en torno a un eje que pasa por Py es perpendicular a la figura. (omvdere a=13b.

a) Usando torque y momentum angular calcule la ecuaciéon de movimiento para el dngulo con
respecto a la vertical ¢ (en la figura es a)

b) Usando a) calcule el punto de equilibrio del sistema y usando expansién en serie de Taylor
encuentre la frecuencia de pequenas oscilaciones en torno a este punto de equilibrio

¢) Para comprobar su resultado anterior, exprese en funcién de ¢ la energia potencial del sistema
y con esta calcule la frecuencia de pequenas oscilaciones

d) Encuentre la expresion, en funcién de ¢ y é, de la fuerza que ejerce el pivote P

NN NN
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Formulario

Puntos de equilibrio

De tener tinicamente fuerzas conservativas (o que las no conservativas no ejerzan trabajo), los
puntos de equilibrio 7o cumplen que
aU tot (’I" )

— = 0.
or r=ro

Estos puntos pueden ser equilibrios estables o inestables segtin el signo de la segunda derivada

82 Utot (7’)
Oor?

82Utot (7“)

>0 (estable); 52

r=rg

<0 (inestable),

T=rg

donde Uy estd en funcién de la coordenada r y es el potencial total del sistema, o sea
Utot(r) = Z Ui(T) o
i

Si la energia puede ser escrita en funciéon de una sola variable, en este caso r, la frecuencia de
oscilacién en torno a los puntos de equilibrio estables esta dada por

L \/82Utot(r)

1

m

or?

r=ro

Centro de masa

En un sistema de particulas el centro de masa, CM, se calcula como

n

donde My es la suma de todas las masas, y m; y 7; la masa y la posicién de la i-ésima
particula del sistema.
Se puede calcular la ecuacién de movimiento del CM con una férmula idéntica al caso de una

sola particula )
Myt Rom = Y F5™,

J

donde FjeXt es la j-ésima fuerza externa que actiia sobre el sistema.
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Serie de Taylor

La frecuencia de pequenas oscilaciones también se puede encontrar para problemas mas ge-
nerales (por ej. considerando fuerzas disipativas). Primero debemos encontrar la ecuacion de
movimiento, que en general seria algo como:

.1
G — aFtot(Q) = 0:

Ahora, consideramos una pequenia oscilacion de la forma ¢(t) = go+0q(t), donde g es el punto
de equilibrio y dq(t) < 1 Vt, asi que podemos expandir en serie de Taylor la fuerza total de la

siguiente forma:
Ooldk}?tot(q)
F =qo+0q(t) = ) =—7F—

tot (¢ = qo + 0q(t)) kZ:O“\‘ dgk ‘qzqo

(dq(t))",

donde por definiciéon de punto de equilibrio, ¢ = 0 en g = g, tenemos que Fio(qo) = 0. Y
como dq < 1, nos podemos quedar hasta primer orden en la expansién, asi que obtenemos

q4=4qo0
S0+ w?g=0

que es una EoM para la perturbacion dg y que a este orden tiene la expresion de un MAS, con

frecuencia:
2 1 d-Ftot
W= —= .
a dg lg=q
Debido a que F=-VU , en nuestro caso tendriamos
dFiot B d?U
dq l¢=qo dq2 Q=QO’

asi que recuperamos la férmula conocida

9 1d2U‘
W= == .
a dg? lg=qo

Auxiliar 15 3



Auxiliar 15

P %

) Qlerense owpar lov celacén gi

7 ot

dlu =¥ (0
dt
E;\WWO detinarmes loo pomicones de
5 pourHoulow . Ukiligomdo ol giatema
@Lbu\‘)ado) , tenenmaos

& = bp
&= bp-0¢
My=-Q0g
a5 10 G 6 vlondadeo (dernando) son @ @‘9"%¢
A x
.- bjh + agf g

Ts= 04 f

khora, colentermes @ ronormentom angulor decoda pocticula, L , owpomdo
= i BxB |, oms=om Vi
Ci=mbp < (bpg) = mlo’ §k
[ = m(lop -0 x (bipd rop) = mb ¢k + ma™p k
Ef—/ma@x(aci)[gﬁ (W\QZJJIQ
por 10 qut el rmomnt. 0wy otol. eerfo
Lt = 2m (0 + ) QK > % _ Ao (g ) bl

Ne faltario colevlar Leo torques T edore codar particula.



Wigns xtermos, qut en este Cooo 2600 Lo puerza

Voo ocupos (1) sdo conpideranne f
npome Canmno

pecd, QU poa Los tres particulas e d
10§ =t f - amgend .

Ocwporndo
p Te- G B

Obtenermoo
T = bp < (ngond p - mgeng § ) = -—amgleing k
T ( bﬁ 0 )= ( nm@g%(j)F - m8%1n¢$ )= -omgloging Kk +mgaceod k
Ty = ﬂ&)x((wgoqocj)ﬁ 1 mng%m¢$ ) = mgaceod le

05t qut el torgue externo fotal eeria
Tt = iﬁw = Zera (cood - losind) ke

Q@amp\agﬁm&o on (1)
ddl:;w “Fr & Amla+b) '4)0 = Amg (ocad - boing)
& b+ 3 (bang-acwg) =0 (2)
@+
by Low pontede eulibrio zedom donde Lo aceleracon es O, asiquede (2 impone -
e ¢'=0 m ¢,
bsin g, - acoed, = 0

A q5,=af(c+0m(%) =aro+om(1r5)=ﬂg‘

donde wormas =13k (g me dudé ponerlo d onunciado ). khora considemcenncs

PRQULIN0D e laciones Cormo
P = b+ 8wy , con |8dwled W

Exporndarmes an Towlor ol%eguno\o fermmino de (2) |
- Oco( - 80 - jfg%cﬁé (841 = cooldy) - sinl4) 84+ OL&H)
k-a %,

$-.



x1l 13§
77:45

con(d-¢.+%) = an(d) + ce(d.) 8¢ + %23
~12 + 1 8¢
2 2

Reermplagpm&o o (2), con ¢ - 8113) Obtenermes

g+ 9 [b(f/Z+lz%¢>-féb<% B¢ )] =

Hb

S+_3 8 )
b o 5 -

ow & la e dewn HAS | donde idontipicama la preasnca de @cilacion

2

w= 9
b

C)  Anaa hogarmeelo: con enegia rmeconad (que 2 coreecva)

K= Ki=Lom (26 20%¢") = L mBLd* (o
L Z

Y la 9/9(8?(1 potencial es

U=iU; =M3(z4+£1+z3)
donde

1 Z,=-boop 0 L= ~oang - besd uzf-oﬁanq‘)
>U=-2mg(0mn ¢ + bood )
Que al dornar 2 veces

= -ng(-aaﬂ ¢, - beng,) = Umgh

dg ’ §-4

Y e lo. pormac de (2 sokeermce gre
w=1 dUu| - _1 b=3
oL g ) g4 Bl g b



d) [Q)ra la ]QU(’Ig} del pi\/ofe oCLpacS
Mure Rew = Fr” ()
domde Mar= Ziomi = 3im Y Ren 22 colevlor como

Ro=l Z(YYIP L (Riaf e )
th 5

Qu tenenman que dorivor des veces

2= 2 (b ragf) >Ro- 2 (bjp-bi'f +adf 10§'$)

=%[(a£§—b¢‘)ﬁ+(6¢+aéz)d§ I
0o puecape exclennoiy €on L treo peco y Lo pieqan de puote
MJ - 3mg = S(rwgcaaqS/D rm&anmp)
Fov = F,»f+ o d
081 qub (W) geria como
Z”“[(ﬁzﬁ'b@z)ﬁf(bﬁméz)é I= 3(rmﬁcgbq5/3—rm(jan¢gf))+lrfﬁ+ Fod
Y bo EoMy eomlares:
Zrmb(fééi-ézﬁém(gc&aq) +F
2mb ( +1397) =-3mgeng + Fy
donde & o la Eof de ¢, Ec (2>, obtaarmas F 3 Fy an punaan e d y ¢




